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SSotioort jur crftcn.^luflagc* 



2Bo§ bemcisbor ift, fofl in ber 2öifjenfci&oft nii^t ol^ne Seioeiä 
geglaubt loerben. ©o einlcud^tcnb bieje gotbcrung erfd^eint, fo ift 
fic bo^, tt)ic id^ glaube, jelbji bei ber Segrüttbuug ber einfa(3^[len 
aBijfenjd{|öft, rtömlidji beSjentgen Xl^eileä ber Sogif, meld^er bie Seigre 
Don ben S^^Un bel^anbelt,.. aud^ nad^ ben neueften S)ar[teflungen *) 
nod& feineStoegS aU erfüllt anjufel^en. Snbem \ä) bie ^Iritl^metif 
(3IIgebra, SlnoI^fiS) nur einen Sl^eil ber Sogit nenne, jpred^e ic^ 
fd^on au§, bafe id^ ben Sö^'^ffl^iff für gänjlid^ unabl^ängig öon 
ben Sßorjtellungen ober 3lnjc^auungen beS 9laume§ unb ber 3^it 
bafe id^ i^n Dielmel^r für einen unmittelbaren 3lu§flu& ber reinen 
S)enfgefeje l^olte. 3!Keine ^auptantmort auf bie im Xitel biefer 
©d^rift gefteflte gfrage lautet: bie Säulen finb freie ©d^öpfungen 



*) $on ben mir befannt getoorbenen 6(i^rtften ertoä^ne id^ boS berbienft-f 
üotte Se^rbuc^ ber ^Iritl^meti! unb ?llöebra Don 6. Sd^röbcr (^tip^^iq , 1873)^ 
in totldem man aud) ein ßiteroturöerseit^niS finbet, unb aufeerbem bie ^6-- 
l^anblungen bon ^roneder unb ))on ^elml^ol^ über ben Sal^Ibegriff unb über 
3ä^lcn unb ^Reffen (in ber ©ommlung ber on 6. Setter gerid^teten pj^ilojo? 
rtifc^en «ufjä^e, Öei^jig 1887). 3)aS ^rl^etnen biejer m^anblungen ift bie 
SBeronloffurig, toeld^e ntid^ betoogen ^ai, nun audj mit meiner, in mond^er 
^ejiel^ung ö^nlicijen, ober bur^ il^re SBegrünbung bo(^ »efentlidft berHiebenen 
^Äuffafjung l^erborjutreten , bie id^ mir feit bieten SMl^ren unb oljne jebe Söe^- 
einfluffung bon irgenb »elcijer 6eite gebilbet IJobe. 
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be§ menj(j^lic^cn ©eifteS, fie bienen oI§ ein SJlittcI, um bic Scr» 
f(!§ieben]Öcit ber S)inge \e\ö)iex unb fc^ärfer aufjufajlen. 3)urd^ ben 
rein logijd^cn 3lufbaii ber Qüf)Un »SlBijjeiifc^aft unb burd^ baS in il^r 
gemonnene fletigc Säulen » 9lei(3^ finb wir erft in ben ©tanb geje^t, 
unsere aSorftellungen don SRaum unb 3^^^ Qtm\x ju unterfuiä^en, 
inbem mx biejelben auf biejeS in unferem ©eifte gejd^affene Sohlen« 
9leic^ bejie^en*). JJerfoIgt man genau, xoa^ mir bei bem Qü^en 
ber 9Wenge ober ^njal^I Don fingen tl^un , f o mirb man auf bie 
S9etra(3^tung ber gül^igleit be§ (SeifteS geführt, 3)inge auf 2)inge ju 
bejiel^en, einem ®inge ein 2)ing entfpred^n ju laffen, ober ein Sing 
burd^ ein S)ing abju6itben, ol^ne meldte göl^igfeit überl^aupt fein 
^enfen möglid^ ift. 3luf tiefer einjigen, aud^ fonft ganj unentbel^r» 
Ii(j^en ©tunblage mu^ nad& meiner Slnfid^t, mie \ä) anäf fci^on bei 
einer Slnfünbigung ber öorliegenben ©d^rift auSgefprod^en l^abe**), 
bie gefammte SBiffenfc^aft ber äa^I^n errici^tet merben. 3)ie Stbfici^t 
einer fold^en 3)arfteflung l^abe \d) fd^on öor ber ^erau^gabe meiner 
©d^rift über bie ©tetigfeit gefaxt, aber erft nadi^ grfd^einen ber» 
felben, unb mit Dielen Unterbred^ungen , bie butd^ gefkeigerte ?fmt§» 
gefd^äfte unb anbere notl^menbige 3lrbeiten beranfa^t würben, l^abe 
\ä) in ben Salären 1872 bis 1878 auf wenigen Slättern einen 
erften (Sntmurf auf gef daneben , welchen bann mel^rere TOatl^ematiler 
eingefel^en unb t^eilmeife mit mir befprod^en l^aben* 6r trägt ben« 
felben 3:itel unb enthält, wenn aud^ nid^t auf baS ®efte georbnet, 
bo^ afle mefentlid^en ©runbgebanlen meiner borliegenben ©d^rift, 
bie nur beren forgf ältige 2lu§fü^rung giebt ; alS f ol^e |)auptpuncte 
ermähne id^ l^ier bie fd^arfe Unterfd^eibung be§ gnblid^en bom 
Unenblid^en (64), ben begriff ber Slnja^I bon 2)ingen (161), 
ben 5Rad^meiä, ba^ bie unter bem 9?amen ber boOftänbigen 3nbuc* 



*) 35er0l. §. 3 meiner (©(i^tift: ©tetigfett unb iuaiionole Sohlen 
(S3):auni(i^ttjeifl, 1872). 

**) S)iriii^let'§ S8orlcJunf|cn ükr So^lentl^eorie > brittc «uflage, 1879, 
§. 163, «Cnmcrfung ouf 6. 470. 
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tion (dtkt beS Bä^lvt^^ \\>tx[fi auf n +; 1> -l^Iomtc SetodSart 
tomä) -bemeiS!röfti9.(59, 60, 80), tmb ba&. .ai4 bie -S)efmition 
bütjii 3nbuctbn • (ober SlecUrfton) btjiimmt unb tt)tberjprud^^frei 
tjt (126). • : . ' 

: Diefe ©d^rift fann 3ebet öerfte^cn , meldet S)aS befi|t , tDO§ 
mon bcn gefiinben SJlcnji^^enbetflanb nennt; ))PoJo|)^ij(|e ober 
matl^eniQtijd^e ©(i^ullenntniffe . finb boiü n^t im ©eringften er* 
fotberlic^. 9l6er iä) m\^ je^r mo^I; bafe gor aRan(l^fr in ben 
fti^otten^ten ©eftolten, bie i<i^ i^irtr börfül^re, feine Sal^Ien, bjie i^n 
als treue ünb uertraute gfreunbe hi\x6) baS ganje fieben begleitet 
^aben, !aum miebererfenneu titag; er mirb burd^ bie lange, ber 
»ef(|affeh^eit unfereö treppen = SSerflanbeS entf^?e(i^enbe 3?ei]^e Don 
einfaij^en ©d^lüffen, burci^ bte nücä^terne Serglieberung ber ©ebanfen» 
reil^en, auf .benen bie ®efe§e ber 3a^len berul^en, abgefd^recft unb 
ungebulbig börüber merben, «eweije für SSa§r|eitett ijcrfolgen iu 
f ollen, bie i^m nad^ feiner öermeintlid^en inneren 9lnf^auung oon 
öoml^iereih einleud^tenb unb gewiß erfc^cinen. 3<|i erblidte bdgegen 
gerabe in ber: SWöglid^Ieit, folc^e SBal^rl^eiten auf anbere, einfa^ere 
jurüdiuf üj^ren, mag bie 9teil^e ber ©(i^lüff e no(i(i \o tong unb ' f c!&ein* 
bar fünftlid^ fein, einen überieugenben Semeig^ bafür, bafe il|r SBefi^ 
ober ber Glaube an fie niemals unmittelbar burd^ innere ^n* 
f(^auung gegeben, fonbcrn immer nur burd| eine mel^r ober ttjeniger 
ööllftänbige SBieberl^olung ber einjelrten ©(^lüffe ertoorben ift. ^6) 
mdd^te. biefe, ber ©^neUigfeit i^rer SluSfül^rung megen ■ f d^toer ju 
Derfolgenbe 2)enftl^ätig!eit mit berjeniflen bergleid^en, meld^e^ ein boü* 
fommen geübter Cef er beim fiefen berrid|tet; aud^ biefeS Sefm bleibt 
immer eine me^r ober weniger öollftönbige SBteberl^olung ber ein* 
jelnen ©ij^ritte, toeld^e ber 9lnfänger bei bem muffeligen Sud^ftabiren 
auSjufttl^ren l^at; ein fel^r f leiner il^eil berfelbeA; unb begl^alb eine 
jel^r^ßeine Slrbeit ober 9lnftrengung be§ ©ei^eS reid^t aber für ben 
geübten Sefer fd^ort auS, um baS rid^tige, ma^re SBort ju erfeinten, 
ftrtlid^ nur mit fel^r großer 2Bal^rfd^einH(^feit ; benn befonntlidf^ 



Begegnet eS aniS) bem geittteften ©orrectot bon Qtxt ju 3^tt^ ^ineti 
2)tu(ff eitler [teilen ju lafjen/ b. 1^. falf(ä^ ju lefen, tt)a§ unmöglid^ 
märe, wenn bie jum Su(ä^[tabiren gel^ötige ©ebonfentette boUftänbig 
mieberl^olt würbe, ©o finb wir aud^ fd&on bon unferer ©eburt 
an beßönbtg unb in immer [ieigenbem ^age beranla^t, Singe auf 
Dinge ju bejiel&en unb bamit btejentge gäl^igfeit beS ®eifte§ ju 
üben, auf weld^er aud^ bie ©(i^öpfung ber S^ifitn berul^t; burd^ 
biefe \ä)öx[ in unfere ersten Sebenßjal^re faüenbe unabföffige, wenn 
aud^ abfid^t^lofe Uebung unb bie bamit berbunbene Silbung bon 
Urtl^eilen unb ©d^lufereil^en erwerben wir uns awif einen &S)a^ 
bon eigentlich aritl^metif(i^en SBal^rl^eiten , auf mlä)t fpäter unfere 
^ erften fiel^rer ft(i^ wie auf etwas (Sinfad^eS, ©elbftberftönblid^eS, in 
ber inneren Slnfd^auung ©egebeneS berufen, unb fo fommt eS, ba^ 
mand^e, eigentlid^ fel^r jufammengefe^te Segriffe (wie j. SB. ber ber 
^Injal^l boa Singen) fölfd^lid^ für einfad^ gelten. 3n biefem ©innc, 
ben id^ burd^ bie, einem belannten @t)rud^e nad^gebilbeten SBorte 
ttsl o av^Qconog agid^iititl^ei bejeid^ne, mögen bie folgenben 
»lätter als ein SSerfuc^, bie aSßiffenjd^aft ber Sohlen auf einl^eit- 
lid^er ©runblage ju errid^ten, wo(}lwoßenbe 3lufna]^mc finben, unb 
mögen fie anbere ?l!Ratl^ematifer baju anregen, bie langen Keilten 
bon ©c^lüffen-auf ein bef d^eibenereS , angenel^mereS 9Ka^ iurüdfju= 
fül^ren. 

Sem 3tt>edEe biefer ©d^rift gemäß befd^rönfe id^ mid^ auf bie 
Setrad^timg ber {Rei^e ber fogenannten natürlid^en S^^Ien. 3n 
weld^er 9lrt fpäter bie fd^rittweife Erweiterung beS gal^lbegriffeS, 
bie ©d^öpfung ber 9JuII, ber negatiben, gebrod^enen, irrationalen 
unb complejen !^afjHm ftetS burd^ 3«^üdffü^rung auf bie frül^eren 
Segriffe l^erjufieflen ift, unb jwar ol^ne jebe ginmifd^ung fremb» 
artiger IBorfteflungAt (wie j. 33. ber ber meßbaren ©röfeen), bie 
nad^ meiner 3luffaffung erft burd^ bie 3ö^Ien = SBiffenfd^aft juTboll- 
ftänbiger Ätarl^eit erl^oben werben fönnen , baS l^abc id^ wenigftenS 
an bem SSeifpiele ber inationalen "^dffUn in meiner frül^eren ©d^rift 
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über bie ©tetigfcit (1872) gcjeigt; in ßötti ö^nlid&er ffieife laffcn 
fid^^ ttjie x^ bnfelbft (§. 3) anä) fd^on au^t^pxoijm ffobt, bic 
anbeten ©Weiterungen leici^t bel^onbeln, unb iä) bel&olte mir bor, 
bief em ©egenftanbe eine juf Qmmenl^ängenbe SBarflellung iu mibmen. 
(Serobe bei biefer Slüffoffung erfd^eint eS als ettoaS ©elbpöerflänbi 
liiäjieS unb burd^auS nid^t SleueS; baß jebcr, aud^ nod^ fo fern 
liegenbe @a$ ber Algebra unb l^öl^eren Stnal^fiS fid^ atö ein @a^ 
über bie natürlid^en Saluten auSfpred^en läftt, eine Sel^aut)tung, We 
idji aud^ tDieberl^oIt au^ bem SWunbe üon 5)irid^Iet gel^ört l^abe. 
9lber id^ erblidfe !eine8tt)egS etmaS SBerbienftüd^eS barin — unb baö 
lag aud^ 2)iric^Iet gänjlid^ fern — , bie je muffelige Umjd^reibung 
»irüid^ öomcl^men unb feine anberen, als bie natürüd^en S^W^ 
benulfen unb anerlennen ju njoßen. 3m (Segentl^^U, bie größten 
unb frud^tbarften gortfd^ritte in ber 3Jlat^ematif unb anberen 
SSÖifJenjd^aften finb borjugStoeife burd& bie ©d^öpfung unb .@in» 
fül^rung neuer Segriffe gemad^t/ nad^bem bie pufige SSßieberfel^ 
jufammengefe^ter 6rf d^einungen , »eld^e» öon ben alten Segriffen 
nur mül^felig bel^errfd^t toerben, baju gebrängt l^at. Ueber biefen 
©egenftanb l^abe id^ im ©ommer 1854 bei ©elegenl^eit meiner 
Habilitation als ^riöatbocent p ©öttingen einen SSortrag öor ber 
pl^ilofopl^ifd^en gfacultät ju l^alten gel^abt, beffen 9lbfid^t aud^ Don 
®au^ gebilligt mürbe; bod^ ip ^ier nid^t ber Ort, naiver barauf 
einjugel^en. 

^ä) benuje ftatt bejfen bie ©elegen^eit, nod^ einige Semer» 
fungen ju mad^en, bie fid^ auf meine frühere, oben ermäl^nte ©d^rift 
über ©tetigleit unb irrationale Labien bejiel^en. S)ie in i^r Dor» 
getragene, im ^erbjle 1858 erbad^te Sl^eorie ber irrationalen S^^fen 
grünbet fic^ auf biejenige, im Gebiete ber rationalen 3oi^len auf» 
tretenbe grfd^einung (§. 4), bie id^ mit bem 9lamen eineS ©d^nitteS 
belegt unb juerft genau erforfd^t l^abe, unb fie gipfelt in bem Se« 
meife ber ©tetigfeit beS neuen ©ebieteS ber reellen Sohlen (§. 5. IV). 
©ie fd^eint mir etroaS einfad^er, id^ möd^te fagen rul^iger, ju fein, 
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dl^ bie beiben öon xf)t unb tön einanber öerfcfyicbcnett Xl^eoricn, 
toAä)t t)o\i bcn Vetren aSeierftrafe iinb ®. ßqjitor ouf gebellt (inb 
unb ebenfalls öoflfommene ©trengc bep^en. @ie ift fpäter ol^ne 
wefentUd^e ?Ienberung bon |)errn U. S)ini in bie Fondamenti per 
la teorica döUe funzioni di variabili reali (^ifo, 1878) auf- 
genommen; ober ber Umftanb, ba§ mein 9?ame im Saufe biefer 
SJarfteüung ni^t bei ber Sefd^reibung ber rein atil^metif^en @r« 
f^inung beS SäjmiU^, fonbern jufäflig gerabe ba ermäl^nt mirb, 
\xfo eS fid^ um bie %i[tenä einer bem Schnitte entfprecä^enben |nefe= 
baren (Srö^e l^anbdt, fönnte leitet ju ber Sermutl^ung fül^ren, ba^ 
meine St^eorie pc^ auf bie 58etrad^tung jol(^er ©rö^en fttijte. 3li(!^t§ 
tonnte unrid^tiger fein; öielmel^r l^abe ic^ im §, 3 meiner ©(i^rift 
uerf d^iebenc . ©rünbe angefül^rt, n)e§l^alb \i^ bie ßinmifd^ung ber 
mejjbaren (Sröpen gänjlid^ üerroerfe, unb namentli(j^ am ©(i^Iuffe 
]^infi(i^tlid^ beren ©jiftenj bemerft, bafe für einen großen Sl^eil ber 
Siffenfd^oft Dom Slaume bie ©tetigfeit feiner (Sebilbe gar nid^t 
einmal eine not^menbige SSorauSfe^ung ift, ganj abgefel^en baöon, 
bafe \k in ben SBerlen über ©eometrie jmar tool^l bem 5Ramen nad^ 
beiläufig ermähnt, aber niemals beutlid^ erflärt, alfo aud^ nid^t für 
Semeife jugänglid^ gemad^t wirb. Um bieö nod^ nöl^cr ju erläutern, 
bemerle id^ beifpieUmeife gfolgenbeS. SBö^lt man brei nid^t in 
einer ©eraben liegenbe ^uncte Ä, B, C nad^ Selieben, nur mit 
ber Sefd^ränf ung , bafe bie SSerl^ältniffe il^rer Entfernungen A B, 
ÄC, B C algebraifd^e *) 3ablen finb , unb fielet man im Saume 
nur biejenigen ^uncte M als Dor^anben an, für meldte bie SSer* 
l^ältniffc t)on AM, B M, C M in AB ebenfalls algebraifd^e 
Säulen finb, fo ift ber auS biefen ^uncten M befte^enbe fRaum, 
mie leidet ju feigen, überall unftetig; aber tro^ ber Unftetigfeit, 
Südten^aftigfeit biefeS 9laumcS finb in il^m, fo öiel id^ fel^e, alle 



*) S)in(^Icf S 95orlc|ungen übet So^lent^corie, §. 159 ber äioeiten, §. 160 
ber britten tluftoge. 
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©onftructionen/ vodäfe in Su!Ub'§ ©lementen auftreten, genou e6cnfo 
ou§fül&rbat, mie in bem üoflfommen [tetigen fRoume; bie Un« 
ftetigfeit biefe§ SloumeS toürbe bolzet in (äuflib'§ SBiffenft^joft gär 
ni(^ bemerft, gar nii^t empfunben werben. SBenn mir aber 
3emanb f agt , toir lönnten un§ ben 3laum gar nid^t anberS aU 
ftetig benfen, jo motzte i^ ba§ bejttjeifeln unb barauf aufmer!jam 
maci^en, eine, wie meit öorgejd^rittene, feine ttjiffenf^aftliii^e Silbung 
erforberlid^ i[t, um nur ba§ SBefen ber ©tetigfeit beutlid^ ju er? 
lennen unb um jU begreifen, ba^ aufeer ben rationalen ©röfeen« 
aSerl^ältnijfen auä^ irrationale, aufeer ben algebraif^en anä^ tranS? 
cenbente benfbar ftnb. Um fo f(ä^önet erfd^eint eö mir, bafe ber 
5Jlenjd^ ol^ne jebe aSorftellung Don meßbaren ©röpen, unb jwar 
burd^ ein enblid^^§ Softem einfati^er SDentjd^ritte fid^ jur ©d^öpfung 
be§ reinen, ftetigen ^af)knxei^e^ auffd^wingen lann; unb erft 
mit biejem |)älf§mittel wirb e§ il^m nad^ meiner ^nfid^t möglid^, 
bie aSorfteßung Dom ftetigen Saume ju einer beutlid^en aüSju* 
bilben. 

S)ie}etbe, auf bie ßrfd^einung be§ ©d^nitteS gegrttnbete %^m\t 
ber irrationalen Saf^lm finbet man aud^ bargcfteüt in ber Intro- 
duction ä la theorie des fonctions d'une variable öon 3. %anp 
mxt) (3ßari§, 1886). SBenn id^ eine ©teile ber aSorrebe. biefe§ 
aößerfeS rid^tig öerftel^e, fo l^at ber |)err SSerfaffer biefe i^eorie 
felbftänbig, alfo ju einer Seit erbatet, wo il^m nid^t nur meine 
©d^rift, fonbern aiid^ bie in berfelben Sorrebe erwähnten Fouda- 
menti öon 2)ini nod^ unbefafint waren; bieje üebereinftimmung 
jd^eint mir ein erfreulid^er a3ewei§ bofür ju fein, bap meine 9luf« 
faffung ber 9latur ber ©ad^e entf priest, wa§ aud^ bon anberen 
SMatl^ematifern^ j. 33. t)on §errn 3K. ^afd^ in feiner Einleitung in 
bie S)ifferential(* unb ^ntegralred^nung (Seipjig, 1883) aneriqnnt 
ift. Wogegen !ann id^ |)errn Sanneri} nid^t ol^ne SBeitere§ bei* 
ftimmen,. wenn er biefe St^eorie bie (Sntwidfelung eine§ bon ^errn 
■% Sertranb ^errül^ienben ©ebanfen» nennt, weld^er in beffen 
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Traite d'arithmetique entl^olten fei unb botin befleiße, eine irra- 
tionale 3^^^ ju befiniren burd^ Slngabe aller rationalen Safflen, 
bie Heiner, unb aDer berjenigen, bie größer finb als bie ju befini= 
tenbe S^^I- 3" biefem SluSfprud^ , ber don |)errn O. ©tolj — 
tt)ie es fci^eint, ol^ne naivere Prüfung — in ber SJDrrebe ium jmeiten 
Sl^eile feiner SBorIcfungen über allgemeine 9lritl^metif (Seip^ig, 1886) 
wieberl^olt ift, erlaube xä^ mir gfoIgenbeS ju bemerfen. 2)a^ eine 
irrationale 3^^! ^ii'^^ ^i^ eben befci^riebene 9lngabe in ber Sll^at 
dfö öoUftönbig beflimmt anjufel^en ift, biefe Ueberjeugung ift ol^ne 
3tt)cifel anä) bor §erm SJertranb immer (Semeingut aDer 9)tatl^e» 
tnatüer gemefen> bie fid^ mit bem Segriffe beS irrationalen be» 
f(ä^äftigt l^aben; iebem SJed^ner, ber eine irrationale SBur5el einer 
@lei(j§ung näl^erungsmeife bered^net, f darnebt gerabe biefe 2trt il^rer 
Seftimmung bor; unb toenn.man, mie e§.^err Sertranb in feinem 
SSJerle auSfc^lie^lid^ tl^ut (mir liegt bie a(]^te 5luflage au§ bem ^al^re 
1885 öor), bie irrationale 3^^^ öl§ SSerl^ältni^ meßbarer ©rö^en 
auffaßt, fo ift biefe 2lrt ii^rer Seftimmtl^eit fc^on auf ba§ ®eutli(!^fte 
in ber berül^mten Definition auSgefproü^en, meldte föuflib (Elemente 
V. 5) für bie ©leic^^eit ber SSer^ältnijfe auffteüt. 6ben bieje 
uralte Ueberjeügung ift nun gemi^ bie Quelle meiner %S)eom, wie 
berjenigen beS e^errn Sertranb unb mancher anberen, ntel^r ober 
töeniger burd^geffi^rten Sßerjud&e gerne jen, bie ßinfül^rung ber irra» 
tionalen !^oi)lm in bie Slritl^metif jü begrünben. 2lber menn man 
^errn Slannerlj fomeit boUftänbig beiftimmcn »irb, fo mu^ man 
bei einer mirtli(^en ^tüfung bod^ fofort bemerlen, ba^ bie S)ar» 
fteflung be§ §errn SJertranb, in ber bie @rjd^einung beS ©d^nitteS 
in i^rer logijd^en Seinl^eit gar hid^t einmal ermähnt wirb, mit ber 
meinigen burd^auS feine 9le]^nlid^Icit l^at, injofern fie jogleid^ il^re 
3uflu(^t ju ber ßjciftenä ^^^^^ meßbaren ©röfee nimmt, maS id^ 
an^ ben oben befprod^enen (Srünben gänjlid^ bermerfe; unb ab« 
gefeiten öon biefem Umftanbe fc^eint mir bieje S)arftellung aud& in 
ben nad^f olgenben , auf bie Slnnal^me biefer ßjiftenj gegrünbeten 
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Definitionen unb SSeweifen nod^ einige fo mefentßd^e Süden batju« 
bieten, bofe id^ bie in meiner ©(i&rift (§. 6) ouägefprod^ene 35e« 
]^aut)tung, ber ©o| V2.V3 = V6 fei nod^ nirgenbg ftreng be» 
toiefen, aud^ in ^infid^t ouf biefeS, in manijtx onberen Säejiel^tlng 
ttepd^e Serf, meld^eS \äf bamals no^i nid^t !annte, für gerecht- 
fertigt l^alte. 



C^öriburg, 5. October 1887. 



9t. 3)ebelinb. 



S5ottt)ort jur jnjdtcn SlufUgc. 



2)ie öorliegcnbc ©(i^rift ^ai balb no(^ tl^rem ©r)(|einen neben 
günftigen anä^ ungünftige Seurtl^eilungen gefnnben, ja eö finb il^r 
orge gfe^Iet borgeworfen, ^ä) l^abe mxä) öon ber 3fli(3^ttgfeit biejer 
aSormürfe nxä)t überjeugen fönnen unb lafle je^t bte jeit ffurjem 
vergriffene ©d^rtft, ju beren öffentlicher SSert^eibigung eö mir an 
3eit fel^lt, o^ne jebe Slenberung mieber abbrudfen, inbem id^ nur 
folgenbe aSemerlungen bem erften äJortoorte l^injufüge. 

3)ie ßigenfci^aft, toeld^e \ä) als Definition (64) be§ unenbli(|en 
®9ftem§ benu^t l^abe, ift fd^pn bor bem 6rf (Steinen meiner ©(ä^rift 
öon @. ßantor (6in Seitrag jur 5Jlannigfaftigfeit§Ie]^re, ßreße'S 
Sournal, Sb. 84; 1878), ja fogar fd^on t)on aSoIjano (^ara= 
bojien be§ Unenbli(^et^ §. 20; 1851) l^erDorgel^oben. 3lber feiner 
ber genannten ©(S^riftfteHer l^at ben aSerfud^ gemad^t, biefe 6igen= 
jc^aft jur Definition be§ Unenblid^en ju ergeben unb auf biefer 
©runblage bie SBifjenjd^aft öon ben Saf)ltr\ ftreng logijd^ aufzubauen, 
unb gerabe ^i^in befielet ber Snl^alt meiner mül^f amen 3lrbeit, bie 
i(ä^ in allem SBefentUd^en fd^on mel^rere ^al^re öor bem @rf<^einen 
ber 5lb]§anblung t)on @. ©antor unb ju einer Qext dollenbet l^atte, 
als mir ba§ SQßer! öon Soljano felbft bem 9lamen naä) ^änjlid^ 
unbelannt mar. 3für Diejenigen, meldte Sntereffe unb 93erftänbni^ 
für bie ©d^mierigfeiten einer fold^en Unterfudf)ung l^aben, bemerte 
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iä) nod^ golgenbeS. 5Jlan tann eine ganj anbere Definition be§ 
ßnbli(j^en unb Unenblid^en auf [teilen, meiere infofern no(^ einfacher 
erfdieint, al§ bei il^r nid^t einmal ber Segriff ber 9Ie^nli(S^Ieit einer 
Slbbilbung (26) borauSgefe^t toirb, nämli(^: 

„6in ©Aftern S ^d^t tnUxö), n)enn e§ fid^ fo in fid^ felbft 
abbilben läfet (36), ba^ fein elfter ll^eil (6) t)on S in fi(^ felbft 
abgebilbet mirb; im entgegengefe^ten gaDe l^ei^t S ein unenblid^ef 
©5ftem." 

9iun mad^e man einmal ben Serfud), auf biefer neuen ®runb= 
läge ba» ©ebäube ju errichten! SKan mirb al§balb auf gro^e 
©d^mierigfeiten fto^en, unb \ä) glaube bel^aupten ju bürfen> ba^ 
felbft ber 9lad^meiö ber öollftänbigen Uebereinftimmung biefer 2)efi= 
nition mit ber frül^eren nur bann (unb bann aud^ teilet) gelingt, 
tt)enn man bie SReil^je ber natürlichen S^^^^^ f^^^n al» entmidfelt 
anfeilen unb auc^ bie ©(^lu^betrad^tung in (131) ju |)ülfe nel^men 
barf; unb boc^ ift öon allen biefen 2)ingen meber in ber einen nod^ 
in ber anberen Definition bie 3tebe! SKan mirb babei er!ennen, 
n)ie fel^r gro^ bie Slnja^l ber ©ebanfenfd^titte ift, bie ju einer fold^en 
Umformung einer Definition erforberüd^ finb. 

gtma ein Sal^r nadl) ber Verausgabe meiner ©d^rift ^abe id^ 
bie fc^on im Sa^re 1884 erfd^ienenen (Srunblagen ber 2lrit]^metit 
t)on ®. grege lennen gelernt. SBie berfd^ieben bie in biefem SBerle 
niebergelegte 9lnfid^t über ba§ 2Befen ber ^ai)l oon ber meinigen 
aud^ fein mag, fo entl^ält e§, namentlid^ Don §. 79 an, bodl) anä) 
fel^r nal^e Serül^rungSpuncte mit meiner @(^rift, in§befonbere mit 
meiner 6r!lärung (44). greili(^ ift bie Uebereinftimmung megen 
ber abmeid^enben 2lu§brudf§tt)eife nid^t leidet ju erfennen; aber fd^on 
bie Seftimmtl^eit, mit meli^er ber 93erfaffer \xS) über bie ©d^lu^= 
meife bon n auf n + l auSfprid^t (unten auf ©. 93), jeigt beut= 
lid^, ba^ er l^ier auf bemfelben Soben mit mir ftel^t. 

Snjmifd^en finb (1890 — 1891) bie SSorlefungen über bie 
9llgebra ber fiogif bon (S. ©d^röber faft boUftönbig erfd^ienen. 
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3(uf bie 33ebeutung biefe§ ^ö(^ft anregenben 3Berfe§, bem i(^ meine 
größte Slnerfennung jotle, l^ier nä^er einjugel^en ift unmöglid^; t)iel= 
mel^r mödite \ij mi^ nur entfd^ulbigen, ba^ i(^ trq^ ber auf 
S. 253 be§ erften 3:^eile§ gemad^ten Semerfung meine ettt)a§ 
f(|merfänigen SSejeid^nungen (8) unb (17) bo(J^ beibel^alten ^abe; 
biejelben ma(^en feinen 5lnfpru(i) barauf, allgemein angenommen ju 
merben, fonbern bej(!^eiben fid), lebiglic^ ben 3^^^^^!^ i^i^j^^ örit^:= 
metifc^en ©d^rift ju bienen, moju fie na(!^ meiner 3tnfi(i)t beffer 
geeignet finb, oX% ©ummen» unb ^robuctjeic^en. 



^atjbutg, 24. 3luguft 1893. 



5H. Sebefittb. 



^ n ^ a l t 
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§.1. 

©^[teme üon Elementen» 

1. Stn golgenben öetftcl&c x^ unter einem S)tn9 jeben 
©egenftonb unfere§ 2)en!en§. Um bequem öon ben ®tngen fpre^en 
ju fönnen, bejeit^et man fie \>xixä) Qt\ä)tn, j. 93. burd^ Sud^ftaben, 
unb man etloubt \\^, lurj öon bem 2)infl a ober (jar Don a ju 
fpred^en, tt)o mah in SBal^rl^eit ba§ burd^ a bejeici^nete ^ing, feines« 
megS ben 58u#aben a felbft meint. 6in ©ing ift boBftänbig be« 
flimmt burd^ aUeg 3)a§, toaS t)on il^m auSgefagt ober gebadet merben 
lann. 6in S)ing a ift bajfelbe toie b (ibentifd^ mit 6), unb b 
baffelbe mie a, menn 3lfle§, ma§ bon a gebod^t merben !ann, aud^ 
t)on ft, unb »enn 3lDe§, moS bon b gilt, aud^ bon a gebqd^l werben 
!ann. 3)a^ a unb b nur geid^en ober 9lamen für ein unb ba§= 
jelbe 3)ing finb, wirb burd^ ba§ 3^'^^^ a = b, unb ebenfo burd^ 
b = a angebeutet. 3ft au^erbem 6 = c, ift alfo c ebenfalls 
mie a, ein Seid^en für ba§ mit b bejeid^nete 5)ing, fo ift aud^ 
a = c. 3ft bie obige Uebereinftimmung beS burd^ a bejetd^neten 
S)inge§ mit bem burd^ b bejeid^neten ®inge nid^t borl&anben, fo 
l^eißen biefe 2)inge a, b berfd^ieben, a ift ein anbere§ Sing mie b, 
b ein anbereS 3)ing mie a; e§ giebt irgenb eine ©igenfd^aft, bie 
bem einen jufommt, bem anberen nid^t 5ufommt, 

2. 6§ fommt fel^r pufig bor, ba$ berfd^iebene 3)inge a,b,c.,. 
au§ irgenb einer SSeranlaffung unter einem gemeinfamen ®efid^t§» 



|)uncte aufgefaßt, im ©eifte jufammengefteHt merben, unb man jagt 
bann, ba^ jie ein ©^ftem S bilben; man nennt bie S)inge 

a, b, c. bie Elemente be§ S^ftemS S, [ie finb enthalten 
in /S; umgelel^rt befielet S au§ biefen (Elementen. @in \o\ä)e^ 
©tiftem S (ober ein Inbegriff, eine 9Kannigfattig!eit, eine ®ejammt= 
l^eit) ift als ©egenftanb unjere§ S)enlen§ ebenfalls ein ®ing (1); 
es i[t öottftänbig beftimmt, menn Don jebem 2)ing beftimmt i[t, ob 
eS (Slement t)on S i[t ober niij^t*). S)aS Softem S i[t bal^er baS= 
jelbe mie baS Softem T, in St\ä)tn S = T, menn jebeS (SIement 
t)on Ä aud^ Clement bon T, unb jebeS ©lement öon T anä) (SIement 
t)on S ift. gür bie ®Ieid^förmig!eit ber ^luSbrudSmeife ift eS öor« 
tl^eil^aft, au(i^ ben befonberen JJaH iU5uIaflen, ^a^ ein ©Aftern 8 
m§f einem einzigen (aus einem unb nur einem) Clement a befielet, 

b. 1^. bafe baS S)ing a Clement öon S, aber jebeS öon a t)er= 
fii^iebene Ding fein Clement bon S ift. Sagegen tt)olIen mir baS 
leere ©r)[tein^ melij^eS gar fein Clement entl^ätt, auS gemi jf en ©rünben 
l^ier ganj auSfd^liepen, obmol^I eS für anbete Unterfuii^ungen bequem 
fein fann, ein fo^eS ju erbic^ten. 

3. erWärung. (Sin Softem A ^ei^t 3:^ eil eineS @#emS S, 
menn jebeS glement üon Ä a\iä) (SIement Don S ift. Da biefe 
SSejiel^ung jmifdjen einem ©^ftem Ä unb einem ©^jtem S im 
golgenben immer mieber jur ©prad^e fommen mirb, fo moflen tt)ir 
biefelbe jur ?lbfürjung \>mä) baS 2e\ä)m ÄiS auSbrücten. ®aS 



*) ^uf ipeld^e . Söcife bicfe Söeftimmt^cit ju 6tanbe fomtnt, unb ob loir 
einen 3öeg fetinen, um l^ietüber ju entjd^eiben, ift für oHeS goigenbc gänslid^ 
flleici^gültig ; bie ju enttoidelnben ollöemeinen ^efe^e l^öngcn babon ^ax nid^t 
ah, fic ö«^ten unter aKen Umftönben/ 3(^ exMf)nt bie§ auSbriidlid^ , »eil 
§err ßronccfer bor ^urjem (im 58anb 99 bc§ Journals für ^Jlatl^emotif, 
©. 334 bi§ 336) ber freien SBegripbilbunö in ber Watl^emoti! öftt»iffc ^^- 
f(J^rön!ungen i)ai auferlegen ttjotten; bie i(^ nid^t aU berechtigt onerfenne; 
näl^er l^ierouf einjugel^en erfd^ei^it aber erft bonn geboten , tt)enn ber auS? 
gejeid^nete SJlatl^ematifer feine ©rünbe für bie 9lot]^n)enbig!eit ober oud^ nur 
bie 3tt)e(fmäyg!eit biefer 93efd^rönfungen oeröffentlid^t l^aben »irb. 



umgelel^Ttc S^i^^ S^Ä, toobuti]^ bicfclbe 3:]^atfad(|c be5etd^net 
werben lönnte, toerbe \äf ber Deutlid^feit unb ©infaii^l^eit l^alber 
gänjlid^ bermeiben, aber id^ merbe in Ermangelung eine§ befleren 
3Borte§ bismcilen jagen, ba^ SSanjeS öon A \% moburd^ alfo 
au3gebrü(ft merben foQ, baß unter ben Elementen ))on S [i^ au($ 
alle Elemente Don Ä befinben. 2)a ferner iebeS Clement s eines 
©^jiemS S nad^ 2 jelbft atö ©Aftern aufgefaßt »erben lonn, \o 
f önncn tuir anä) l^ierauf bie Sejeici^nung siS antiknb^. 

4. @a|. 3ufoIge 3 \^ ÄiÄ. 

5. ©a|. 3[1 ÄiB unb ßiÄ, fo ifi ^ = Ä 
®er aSemeiS folgt aus 3, 2. 

6. erflörung. 6in Softem A ^ei^t ed^ter Jl^eil Don S, 
Joenn A SEI^eil Don S, aber berf(|ieben Don S ift. "^ai^ 5 ift bann 
S fein Xl^eil Don A, b. 1^. (3) e§ giebt in 8 ein SIement, meld^eS 
fein ©fement Don A ift. 

7. ©aj. 3ft ^9-B, unb J5^C, »aS aud^ furj.burd^ 
AiBiC bejeid^net werben fann, fo ift AiC, unb jttjar ift A 
getoi^ ed^ter %%t\l Don C, wenn J. ed^ter Xl^eil Don B, ober menn 
B ed^ter J^il Don (7 ift. 

®er SeweiS folgt au§. 3, 6. * 

8. ßrflörung. Unter bem (xv& irgenb meldten ©^ftemen A, B, 

C... jufammengefe^ten ©Aftern, meld^eS mit ill {A, B, (7...) 

bejeid^net »erben foD, wirb baöjenige . ©^flem Dekjlanben, beffen 

Elemente burd^ f olgenbe SSorfd^rift beftimmt werben : ein 2)ing gilt 

bann unb nur bann afö Clement Don M (^^ B^ C...), wenn 

e§ Clement Don irgenb einem ber ©^fteme A, B, C..., b. 1^. 6Ie» 

ment Don A ober 5 ober C,.. ift. SBir tajfen. au4 ben gfafl 

ju, bafe nur ein einjigeS ©^ftem A Dorliegt; bann ift offenbar 

M(A) =z A. SBir bemerfen femer, bafe baS aü§ A, B, C... 

jufammengeje^te ©^jiem M(^,S, C.) wol^I ju unterfd^eiben 

ift Don bemjenigen ©Aftern, beffen Elemente bie ©^fteme A,B,C.,. 

felbft finb. 

1* ~ 



9. ©a|. ®ie ©^ftcrn^ Ä, B, C.:. finb Steile bon 

S)cr SciDciS folgt au§ 8, 3. 

10. ©a^ ©inb A,B,.C..:5aie\k meS ©#mS S, fo ift 
{A,B, C...)iS. 

®cr S3cmeiS folgt quS $,;'3. . 

11. ©a|. 3ft P %fjcH öon einem ber @#eme Jl, B,C..., 

fo ift Plitt(^, -b;c...). 

3)er Sett)ei§ folgt au§ 9/7. 

12. @a^. 3ft iebe§ ber ©^fteme P, (g... Sl^eit Don einem 
ber ©^fteme A, B, C..., fo ift M{P, Q:..)iM(A,B, (7...). 

®er SeweiS folgt aus 11, ,10. * 

13. ©a^. 3ft,J. jufammengefe^t ouS irgenb Joeld^en ber 
©9fteme P, (g..., fo ift 49iM (P, Q...). 

S3ett)ei§. ®enn jebeS ßlement bon A ift na(| 8 ©lement bon 
einem. ber ©^fteme P, Q,.., folglid^ mö) 8 ouci^ Clement bon 

« 

M(P, Q-' .)/ worauf mi) 3 ber ©a| folgt. 

14. ©Q^. 3ft jebeS ber ©9fteme A, B, C... jufammen« 
gefegt auS irgenb meldten ber ©^fleme P, ö---/ fo if* 

M(A,B, G,,,)^M{P, ö...). 
2)er S3ett)ei§ folgt ouS 13, 10. 

15. ©a^ 3ft jebeS ber ©^fteme P, Q... Zi^tA bon einem 
ber ©^fteme A, B, C..., unb ift jebeS ber festeren jufommen* 
geje^t au§ irgenb meldten ber crfieren, fo ift 

iJl(P, Q...)=zM{Ä,B, C...). 
3)er ®eiDei§ folgt au§ 12, 14, 5. 

16. ©a^. 3ft X = Ä (P, 0, unb P = itt ((?, P), fo 
ift iJl {A, R) = M (P, P). 

. .. . a3en)ei§. 25enn nac^ bem borl^erge^enben ©a^e 1 5 ift f omol^l 
M (A, R) als M (P. P) = iM (P, Ö, P). 

17. grflörung. 6in ®ing g Reifet g e m e i n f a m e S glement 
ber ©^fteme A, B, C..., menn eS in jebem biefer ©^fteme (alfo 
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in J. unb in JB unb in C.) enthalten i[t. ßbcnfo Reifet ein 
©Aftern T ein ©emeint^eil doh A, B, C..., tnenn T 3:^eil 
öon jebem biefer ©^fteme i[t, unb unter ber ©emein^eit bet' 
©^fteme^^, B, (X.. öerfte^en mir'taö boHftänbig beftlmmte ©Aftern 
^(A,B, C...), tt)el(|e» ou§ oflen gemein jamen Elementen g 
Don Ä, B, C... befielet unb foiglid^ ebenfalls ein (Semeint^eii ber» 
felben ©^fteme ift. SBir laffen aud^^ bieber beu gfaH ju, ba^ nur 
ein einjigeä ©piftent A iroriiegt ; bann ift (S {A) = ^ ju fe^en. 
@§ fdun aber aud^ ber 3föß .eintreten, bajj bie ©pfteme A, B, C». 
gar fein gemeinfameS Clement, dlfo mi^ feinen ©emeintl^eil, feine 
©emeinl^eit beft|en; fie l^ei^en bann ©pfteme o^ne ©emeintl^eil, 
unb ba§ 3ei(^en (^ (A, B, G,.,) ift bebeutung§lo§ (bergl, ben 
©(i^Iu^ Don 2). SBir werben e§ aber faft immer bem fiefer über« 
laffen, bei ©ä^en über ©emeinl^eiten bie SSebingung il^rer (Stiften j 
^injujubenfen unb bie ri(j^tige Deutung biefer (^ö^e a\x6i für ben 
3^an ber 9Jic^t»@jiftenj ju finben. 

18. ©a^. 3eber ©emeint^eil bon A, B, C... ift S^eil Don 
(6 (AB, C...). 

S)er Semeis folgt aus 17. ' 

19. ©a^. Seber X^eil Don (ß(A, B, C.) ift ©emeint^eil 
Don A, B, C... 

SDer SSemei^ folgt aus 17, 7. 

20. ©a^. 3ft iebeS ber ©pfteme -4, B, 6\.. ©anjeS (3) 
Don einem ber ©^fteme P, Q..., jo ift 

(5(P, Q.,.)i(f^{A,B,C,,.). 
Semeis. 3)enn jebe^ Clement Don (ß (P, Ö . . .) ift gemein» 
fameS Clement Don P, Q,.., atfo auij^ gemeinfameS glement Dt)n 
A, B, C..., m. j. b. m. 
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§. 2. 
j ?lbbilbung eines ©^flemS, 

21. grllörung*). Unter einer 31 b b i I b u n g ^ eines ©^ftemä 
S tt)irb ein ®eje| Derftanben, M^ toeliJ^em ju jebem bejiimmten 
Clement s bon 5 ein beftimmteS 5)ing gel^ött, ttjeld^eS baS Silb 
bon s ^ei^t unb mit (p(s) bejeid^net tt)irb; mir jagen auä), bofe 
9? (s) bem SIement s entfprid^t, ba^ 9 (s) hnxi) bie Slbbilbung 
9 ou§ 5 entfielet ober erjeugt mirb, ba^ s burc^ bie 2lfabilbung 
(p in 9 (s) übergel^t. 3ft nun T irgenb ein Sl^eil Don S, \o 
ift in ber 3Ibbilbung (p bon S jugleid^ eine beftimmte 3lbbilbung 
t)on jT entl^alten, toeld^e ber 6infad(|]^eit toegen mol^l mit bemfelben 
Seichen tp bejei(ä^net merben barf unb bartn befleißt, bafe jebem 
Elemente t beö @^ftem§ T baffelbe 33ilb 9 (Q entfprid&t, meld^eS 
* afö ßlement öon S befijt; jugleic^ joH bo§ ©^[tem, meld^eS au§ 
Qtten Silbern 9 (Q befte^t, boS S3ilb bon T Reißen unb mit 9 (T) 
bejei^net »erben, tooburd^ auiä^ bie Sebeutung bon 9 (S) er!(drt 
i[t. 21I§ ein Seifpiel einer 3lbbilbung eine§ @^[tem§ ift jd^on bie 
Belegung feiner Elemente mit beftimmten "^txäfm ober 9iamen an- 
jufel&en. S)ie einfac^fte 3lbbilbung eines ©^ftem§ ift biejenige, burci^ 
meldte jebeS feiner Elemente in fid^ felbft übergel^t; fie foD bie 
ibentifd^e 2lbbilbung be§ ©^ftemS l^ei^en. 2)er Sequemlid^feit 
I^Qlber tt)oflen mir in ben folgenben ©ö^en 22, 23, 24, bie fid^ 
auf eine beliebige 3lbbilbung y eines beliebigen ©^ftemS S be» 
ji^l^en, bie Silber bon ßlementen s unb Stl^eilen T entfpred^enb burd^ 
s' unb T bejeid^nen; au|erbem fe^en mir feft, ba^ Heine unb 
gro^e lateinifd^e Sud^ftaben ol^ne 3lccent immer Elemente unb 2:^eile 
biefeS ©^ffemS S bebeuten foßen. 



♦) SBcrgl. ^tri^Iet'S SBorlcfungen über Sß'&lcntlfjfotic , britte ^uftage, 
1879, §. 163. 



22. ^o|*). ^^ ÄiB,\o\^ Ä'iB. 

Sctoeiö. S)enn jebeä Clement ijon J.' ift bas Silb eines in -4, 
alfo an^ in B entl^oltenen Elementes unb ift folgltd^ ©fement bon 
B^, w. %: i^ tt). 

23. @a|, S)a§ »Üb bon Jl (^, B, G. . .) ift M (Ä', B, C . . .). 
Seroei^. Sejei(]^nernian baS ©Aftern M{A,B, C...), melii^eS 

nac^ 10 ebenfalls Jl^eil bon 5 ift mit If, fo ift jebeS Clement 
feines SilbeS M' baS »üb m' eine^. efementeS m bon üf ; ba 
nun m nad^ 8 au(j^ Clement bon einem ber ©^fteme A, B, C..., 
unb folglid^ w' Clement bon einem. ber ©^fteme J.', JB', C'..., 
alfo mäf 8 au(j& glement bon JA (Ä',B', G'...) ift, fo ift nad^ 3 

HnbererfeitS, ba Ä,B, G.., nad^ 9 SL^eile bon M, alfo J.', J5', C... 
mä) 22 X^eile bon Jtf' finb, fo ift'nad^ 10 anä) 

M(Ä\B*, G\.,)iM', 
unb l^ierauS in SSerbinbung mit bem Obigen folgt naä) 5 ber ju 
betoeifenbe ©a| 

M' = MiÄ',B', C"...). 

24. @a^**). 2)aS Silb iebeS ©emeint^eilS bon ^, J5, C..., 
alfo aud^ baS ber (Semeinl^eit ^(Ä, B, G...) ift. Xl^eil - bon 
^(Ä\B', G\..). 

»etoeis. S)enn bajfelbe ift nad^ 22 OJemeint^eil bon Ä',B', C.., 
morauS ber ©a| mä) 18 folgt. 

25. grllörung unb @a|. 3ft 9 eine 3lbbilbung eines 
©^ftemS S, unb ^ eine Sttbbilbung beS SilbeS 5' = 9>(ä). fo 
entfpringt l^ierauS immer eine aus 9 unb ^ juf ammengef e^te***) 
?lbbilbung ö bon S, meldte barin beftel^t, ba^ iebem Elemente s 
bon S bas »ilb 

e(s) = iß (s') = V' (9 (5)) 



*) SSerfll 8a^ 27. **) SBetgl. ©a^ 29. ***) «ine S5ertt)ce^|clunö 
bicjer 3tt!önttttenjc^unö t)on Ibbilbitnöcn mit bericnißen ber ©^fteme t)on 
(Jlctnenten (ö) ift tool^l Jiid^t au bcfürd^ten. 
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ent)pri(]^t, tüo tüieber. xp (s) = s' geje|t ift* ^iefe ^febilbung ö 
fann f urj burd^ ^ö§ ©^mBoI ^ . 9? ober i/^ ^, ba§ Stib (s) bur^i 
iff<ip'(s) beäei(^net jpcidben; nwbei auf bk ©iellung ber geiii^cn 
9^^ moi^I ju Oij^tcn i[t, tocH boS gelegen (pt im Mgemeinen* 
bebeutung§Ioä Ift unb nui: bonn eiiten ©ittn ^at, meain ^{S-)iS 
i[t. Gebeutet nun % eine gibbitbung beS Stßm§> *(Ä'>= tl;q)(S). 
unb ?; bie ouS ^ unb % iufoÄettg^fe^te 9lbbilbUng x'^ ^^^ 
©l)ftemg S\ fD ift xS{s) = 'xHs')^nis^)='iv(^)^(^^o 
ftimmen bie iufaminengefe|ten ^bbilbungen-xö wnb -1^90 für iebe§ 
ßlement s Don S mit einanber überein, b. 1^. e§ ift xO == rjxp, 
S5iefer @a§ lann naä) ber SSebeutung üon unb 1^ füglid^ burd^ 

x*if(p = X'^'^ 

duSgebrüdtt, unb biefe au§ (p, ^, x iufomniengefe|te 3lbbilbung lonn 

> 

furi burdji x^^> ^ej^ic^net werben. 



§. 3. 
Slel^nlid^teit einer 9lbbilbung. Slel^nlid^e ©^fteme. 

26. ©rflärung. ' 6ine Slbbilbung 9) eine§ ©^ftemö S ^i^t 
Q^nlid^ (ober beutlii^), menn öerjd^iebenen Elementen a, h beS 
.©^ftem§ S ftetS oerfd^iebene Silber a' = 9) {a), V = (p (ft) ent- 
jpred^en. %a in biefem galle umgelel^rt ouö s* == V ftet§ s = ^ 
folgt, fo ift iebe§ glement be§ ©^ftem§ S = q){S) bQ§ »ilb s' 
don einem einsigen, bollftünbig beftimmten ©lemente s be§ ©^ftemS S, 
unb man tonn bal^er ber 3lbbilbung q> bon S eine umgefel^rte, 
etma mit 9 ju bejeidSinenbe 3lbbilbung be§ ©^ftemS S' gegenüber= 
ftellen, meldjie barin befielet, bafe jebem ßlemente s' bon S' ba§ S3ilb 
^ (s') = s entfprid^t, unb offenbar ebenfalls äl&nli(j^ ift. 6S leud^tet 
ein, baß 9 (S') = S, ba^ femer 9 bie ju ^ gel^örige umgefel^rte 
2lbbilbung, unb ba$ bie nad^ 25 aus q> unb 9 iufammengeje|te 



abbilbung ^g? bie ibentijd^ie abbilbiing öon S ift (21). 3ugleid& 
ergeben fid^ . f olgenbe (Srgänjungen Ji» §• ^ unier Seib^^dturtg ber 
bortigen Säejeit^nuugen. 

27. ©aj*). 3[t Ä'iB*, jo ift ÄiB. 

©etoeiS. ^enn toenn a-eirt @iement t)on ä, ]o x\i a' ein 
Clement. öon.J.'> dfo <iud^ üon-B^, mtt^n = b\ mo 6 ein ©lentent 
tjon JB; -ba iafieitf ou§-" a^= &' iimner- a t==^ J fölgjt, fo ift jebeä 
Clement a t>on A aud^ Clement Don B, w. i.. b. w. 

■28. • €ai; ''3ft' ^'"= ^; |o ift ■ A = 5. 

®er a3e»ei§ folgt ou§ 27; 4,. 5. 

29. @ü|**). .3ji G==(5(^,:B, C..:), foift 

S8«weiä. Sebel eiement Don (5(1', £*, C"...) ift jebenfaHä 
in S' entl^alten, aljo ba§ S3llb g' eine§ in S entl^altenen (SIemente§ gf; 
ba dber ^' 'gemeinfame§ Clement Don JL', 5', C... ift, fo mufe ^ 
noii^ 27 gemeinfarae§ (Slement öon j., jB, C..,, aljo auci^ Clement 
Don G fein; mithin ift jebeS ßlement don %(A!,B\ C[...) »ilb 
eines ßlementeS g m\ 6, aljo Clement üon G', b. !^. e§ ift 
(b{Ä',B\ C\,.)3G', unb ^ierou^ folgt unjer ©o^ mit 9?üdf- 
fid^t auf 24, 5. . ^ , : 

30. ©a|- 3)ie ibentifij^e Slbbilbung eines ©^ftemS ift immer 
eine öl^nlici^e Slbbilbung. 

31. ©Q^» 3ft (p eine öl^nlid^e 2lbbilbung üon 5^, unb ^ eine 
äl^nlid^e Slbbilbung t)on 9 (S), fo ift bie ouS 9 unb ip jufammen= 
gefegte 2lbbilbung 1^9 öon S ebenfalls eine ä]^nli(ä^e, unb bie ju^^ 
gel^örige umgefel^rte Slbbilbung ^ ift = ^ ?;. 

93eit)eiS. 2)enn derf^iebenen glementen a, b Don S entjj)re(i^en 
Derf d^iebene Silber a' = (p (a] , #'■ == fp (b) , unb biefen mieber 
Derf(^iebene Silber ^(a') = ^(p(a), *•(&') '■= t<p{b), alfo ift 



*) SBergl. ©oft 22. **) SBetgl. Soft 24. 
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^(p eine äfjnlxäjt Slbbilbung. 5lufeerbem gel&t jebe§ glement 
^ y (s) = ^ (s') beS ©^ftemö 1 9> (S) \)\{xä) f in s' = 9 (s) 
unb bieje§ buriä^ 9 in s über, üI{o gel^t ^9 (s) hnxä) 9^ in s 
über, tu. j. b. m. . 

32. ßrllärung. S)ie ©^[teme JR, S l^ei^en clJ^nliiä^, menn es 
eine berortige .äl^nlid^e 9lbbilbung (p t)on S giebt, bo^ 9 (/S) = JK, 
alfo au(^ y (ü) = iS- toirb. Offenbar ift na^ 30 jebeä ©Aftern 
fid) felbft ä^nli(äö. 

33. @Q^. ©inb JR, 8 ä^nli^e ©^fteme, fo ift jebeS mit B 
ö^nli^e ©Aftern Q anä) mit S ä^n«(ä^.» 

S3ett)eiS. S)enn finb 9, ^ fold^e ö^nlid^e Slbbilbungen üon 
S, B, ba& 9 (S) = B, tiB)= Q ttjirb, fo ift (nai^ 31) ^9 
eine fold^e äl^nliij^e ?lbbilbung Don S, ba^ ti;<p(S)= Q loirb, 
n). }. b* U). 

34. ©rüärung. 3Kon !onn bol^er alle ©^fteme in ßlaffen 
eintl^eilen, inbem man in eine beftimmte Klaffe alle unb nur bie 
©^fteme Q, B, S... aufnimmt, m\6)e einem beftimmten ©^ftem JB, 
bem SRepräfentanten ber 6Iaf[e, öl^nlid^ finb; nad^ bem borl^er- 
gel^enben ©a|e 33 änbert \\ö) bie Klaffe nid^t, toenn irgenb ein 
anbere§, i^r angeprigeS ©^ftem S afö SSepräfentant getoäl^lt toirb. 

35. ©a^. ©inb B, S ö^nlid&e ©^fteme, fo ift jeber X^eil 
t)on S au^ einem Steile üon B, jeber eiä^te SEI^eil Don S anä) 
einem ed^ten %f)e\U Don B äifvlxä). 

Sett)ei§. S)enn ttjenn y eine öJ^nlid^e Slbbilbung Don S, 
(p{S) = B, unb Tis ift, fo ift nad^ 22 ba§ mit T ö^nlid^e 
©9ftem q){T)iB\ ift ferner T ed^ler 3:i^eil Don S, unb s ein 
nid^t in T entl^alteneS Clement Don S, fo fann ba§ in B entl^altene 
glement q){s) nad^ 27 nid^t in v {T) entl^alten fein; mitl^in ift 
tp (T) ed^ter Sl^eil Don jB, to.j. b. ». 
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§. 4. 
Slbfcitbung eincö @^ftem§ in fii]^ f^Ibfi 

36. grflärung. Sft 9 eine äl^nK(]j|c ober unöl^nlti^e 3lfibilbung 
eines ©^ftemS 5, unb g? (/S) 3:^eK eines (?9Jlem§ Z/ fo nennen 
ml^ 9 eine Slbbilbung öon SxnZrUnh toit fagen, S h)eTi)e hnxä) 
(p in Z äbgebilbet. Sit .nennen bol^er qf eine äbbilbung beS 
©5ftem§ S in fi(?^ felbft, menn (p(S)iS \\t, unb njir motten 
in biejem ^paragrapl^en bie qttgemeinen ®efe|c einer jold^en 9lb» 
bilbung 9 unterfnd^en. |)ierbei bebienen tnir uns berfelben 33ejeid^:= 
nungen tote in §. 2, inbem toit toieber 9 (s) = s', (p (T) = T' 
jegen. ®ieje Silber s', 2" [inb jufolge 22, 7 je^t felbft toieber 
Elemente ober Xl&eile Don 8, toie attc mit lQiHnij(!^en Su(3^ftaben 
bejeid^neten 3)inge. 

37. grllätung. ^ Reifet eine Äette, toeun X' 9 iT ift. 2Bir 
bemerlen auSbrüdflidfl, bo^ biefer 5lame bem Stl^eile K beS ©^[temS S 
ni(|t ettoa on \\^ jufommt, fonbern nur in Sejiel^ung auf bie 
beftimmte 9JbbiIbung 9 ertl^eilt toirb; in Säejug ouf eine onbere 
Slbbilbung beS ©tiffentS 8 in [i(^ felbft !ann K jel^r too^l feine 
Jfetie fein. 

38. @oJ. 8 iji eine JJette, 

39. @a^. ®aS Säilb K' einer ^ette K ift eine ffette. 
»etoeiS. S)enn aus K'^K folgt naä) 22 ouäf (EJiK', 

to. }. b. to. 

40. ©o§. 3ft Ä Jl^eil einer ßette -ST, fo ift auä) Ä'iK 
aJetoeiS. 3)enn aus ^^X folgt (naii^ 22) Ä'iK', unb ba 

(nac^ 37) K'iK ift, fo folgt (nac^ 7) Ä'iK, to. j. b. to. 

41. @a^. 3ft baS »ilb. J.' Streit einer ffette A fo giebt eS 
eine Sfette K, toeld^e ben Sebingungen ÄiK, K'iL genügt; unb 
itoar ift M (A, L) eine foI(^e flette K. 
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SBeWeiä. ©e^t man witH^ K= MiA L), fo »ft naHi 9 bie 
eine SSebtngung ^^ ^erfüBt. %a itac^ 23 ferner K' = M. {A', L'), 
unb mii ?lnno]^me A^L, L'iL \\i, jo ift nad^ 10 mid^ bie 
anbete Sebingüng K'iL erfüHi, unb^ietouä folgt, to^il.(no4 9) 
LiK ift, Quc^ Z'9Z, b. ^. ^ ifi eine Äette, m. j. b. ». 

42. ' @o^. ®n aü8 . loütet Letten A. B, C. . , jufammen» 
gefegtes ©Aftern Jf ift eine Jlette. ; 

SBeroeis; 35p imö) 25) W:~:m (Ai'B', C. ..:.}, (inb n«)* 
mnafimtA'iA,B'iB, C"^Ü....ift, fd folgt (nac^ ny.M'^M, 
tt). j. b.. 10. ' , . ' , / 

43. @a|. :S>ic ©emeinl^eit G Oon lauter Setten Ä/ B, C..\ 
i[t eine ftette. 

Semeiö. S)a (r tiad^ 17 ©emcintl^cil bon; A, B, C..., alfo 
ö' nnd^ 22 (Semelnjl&eil t)on J.', B', Ü'.;., unb nci^ Slnnal^me 
^'M. B'iB^CiC... Ift fo ift (na(^ 7) G' an^ ©ememt^eil 
bon Ä, B, C... unb folgl^ nad^ 18 and) %f)t\l joon 6r, m. j. b. m. 

44. ßrflärung. 3ft Ä itgenb ein %i)tH t)on S, fo tüoHen 
mir mit Äo bie ©emcinl^cit allct berjenigen Letten (j. S. S) bc- 
ieid^nen , öon wcli^en J. Xl^eil ift ; . bief e ©emeinl^cit Ao ejiftirt 
(bcrgl. 17), meil ja J. felbft ©emeintl^cil aDcr bief er Äetten ift. 
3)a ferner Ao m^ 43^ eine Rette ift/fo moOen mir Ao bie ßette 
be§ @^ftem§ ^ ober (urj bie fiette öon J. nenn^iu Slud^ 
biefe ßrflärung bejiel^t \\ä) burd^auS auf bie ju @runbe . liegenbe 
beftimmte Slbbilbung 9 be§ ©^ftemö S in fi($ felbft, unb menn e§ 
fpäter ber 3)eutli^feit megen nötl^ig wirb, fo moQen .toir ftatt Ao 
lieber ba§ S^xäjen (po{A) fe|en, unb ebenfo werben mir bie einer 
anberen ?lbbilbung co entf|)re(^enbe Jlette öon A mit (Oo.(A) be* 
iei($nen. 6s gelten nun für biefen fe^r mid^tigen. SJegriff bie 
folgenben @ö|e. 

45. ©a§. g§ ift AiAo. 

SöeWeiS. S)enn -4. ift ©emeintl^il afler berjenigen Sfetten, beren 
©emeinl^eit Ao ift, woraus ber ©q| nad^ 18 folgt. 
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46. ^©a^.' e§ ift {iit,y3^o. ' 
»emeiS. ®cmi nac!^ 44 iji A^ clric ftctte (3'Z). 

47. @a|. 3jt J.: 2;^eU etiiet Äette- x; fo tft aud^ A3Ä. 
Scmei§. ®eim i^o tft bie ©emein^eit imb fölgtii^ au(^ ein 

©emeititl^cH cillet bcrJtetien K; t>on bencn jzI S^cU iji. 

48. »emerfung. ^Ban überieugt ft(| leiiä^f, bafe bcr in 44 
etllärtc SSegriff bet ffettc ^o burd^ bie üotjiel^enben ©ä^e 45, 46, 
47 t)on[länbig d^aralterifirt ift. 

49. ©Q|. e§ ift ^'3(Ay. 
1)er S3ett)ei§ folgt aus 45, 22. 

50. ©Q§. 6§ iji A'3A. 

®er 33en)ei§ folgt ttu§ 49, 46, 7. , 

51. '©a§. 3ft Ä eine Äett^, fo ifi Äo = Ä. 

53ett)ei§. ®a ^ 3:^eil ber ßette A ift, fo ift r\aä) 47 ou^ 
AoiA, moroufe nad^ 45, 5 bei: ©o^ folgt. 

52. ©a^. 3fi BiA, fo iji 53^. 
S)et S3emei§ folgt ouS 45, 7. 

53. ©a§. 3ft S9A,'fo ift -BoiX unb umgefe^rt. 

' 55ett)ei§. SEßeil ^o eine ffette ift, fo folgt no(^'47 au§ BiA, 
ou(^ Bo^A; untgefe^rt, menn Bo^Ao, fö folgt naci^ 7 anä^ 
B^Ao, meit (nac^ 45) BiBo ift. 

54. ©a^. Sft -B^^, jo ift Bo^ A; 
S)er »eloeiS folgt au§ 52, 53. 

55. ©at^. 3ft 5^A, jo ift au(!^ 5'^X 

»emei§. 3)enn no(!^ 53 ift 5o^ A, unb.bo (mä) 50) B'^-Bo 
ift^ fö folgt ber' ju beroeijenbe ©a^ au§ 7; 5)cijfel6e ergiebt fid^, 
mie leidet p feigen, auc^ au§ 22, 46, 7, ober ani^ ou§ 40. 

56. ©oj. 3ft J5^A, fo ift (Boyi{Aoy. 
Der SewetS folgt auS 53, 22. 

57., ©Q^ unb grtlärung. 6§ ift (J.«)' = {A% b. ^. ba§ 
»ilb ber Äette don A ift jugleiiä^ bie ßette be§ Silben öon A. 
yjlan fann bal^er biefeö ©Aftern furj burcj^ A^ bejeid^nen unb mä) 
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Seliebcn bQ§ Sfettcnbilb ober bte SSilbfette Don A nennen. 
9Ja(^ ber beutli(j^eren in 44 angegebenen SSejeid^nung n)ürbe ber 
©a^ bnrd^ 9 (^o (4)) = ^o (:?> (^)) auSjnbrüdfen jein. 

SSetoeiS. ©e^t mon jut 3lb!ürjung (J.')« = i, fo ift L eine 
^ette (44), unb nad^ 45 ift -4' 9 L, mithin giebt e§ na(ä^ 41 eine 
ffette K, meliä^e ben Sebingungen A^K, K'iL genügt; l^erouS 
folgt na(| 47 oud^ A9Z, olfo (Ao^iK', unb folglich na^ 7 
au(]^ (^y^i, b. ^. 

(Aoyi(A%. 
2)a na(]^ 49 femer A'i(Aoy, unb (^0)' no(^ 44, 39 eine Sette 
ift, fo ift na^ 47 anäi 

(A%^(Ao)\ 
tt)orau§ in SBerbinbung mit bem bbigen ©rgebni^ ber ju bemeifenbe 
©a| folgt (5). 

58. ©Qj. es ift Ao = M (A, Ao), b. }). bie Äette bon A 
ift jufammengefe^t qu§ -4 unb ber Silblette bon A, 

Semeis. ©e^t man jur SlWüriung loieber 
L = Ao=^ {Aoy = (A% unb K=M(A, L\ 
fo ift (nad& 45) ^Si, unb ba L eine «ette ift, fo gut nad^ 41 
bajf elbe öon K\ ba ferner AiK \\\ (9), f folgt nfl(i^ 47 aud^ 

SlnbererfeitS, ba (nad^ 45) AiAo, unb nad^ 46 aud^ LiAo, fo 
ift nad^ 10 aud^ 

KiAo, 
tt)orau§ in SBerbinbung mit bem obigen grgebni^ ber ju betoeifenbe 
@a& A = ^ folgt (ö). 

59. ©a| ber ooHpnbigen 3nbuction; Um p bemeifeit; böfe 
bie ftette Ao %^e\l irgenb eineS ©^ftemS 2 ift — mag le^tereö 
Sl^eil Don S fein ober nid^t — , genügt e§ ju jeigen, ' ' 

Q. ba^ -43 2, ünb 

<J. bafe bas Silb jebe§ gemeinfümen 6lemente§ öon J-o unb 
2 ebenfans ©lement bon 2 ift. 
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Semci§. ®enn tt)enn q ma^r i[t, fo ejij'tirt nod^ 45 jcbenfalls 
bie (Scmein^eit ö = ®(^o, S), «nb jmar i[l (nad^ IS) ÄiG; 
ha Qufecrbcm nad^ 17 

GiÄo 
ift, jo ift 6r anä) 3:]^ci( unjcre§ ©^jicrnS iS, meld^e^ bur(3^ qp in 
fi^ fclfift obgebilbet Ift, imb jugleici^ folgt mä) 55 qu(3^ 6r'^ J.«. 
SBenn nun ebenfalls toaffx, b. 1^. wenn (t'3 2 tft, fo mu$ 6r' 
al§ ©emeintl^eil ber ©^fteme^^o. 2 nod^ 18 %f)t\\ il^rer ®emein= 
l^eit G fein, b. 1^. G ift eine J?ette (37), unb bo, tt)ie jd^on oben 
bemerlt, ÄiG ift, f o folgt naäf 47 au(ä^ 

ÄoiG, 
unb ]^ietau§ in SSerbinbung mit bem obigen ©rgebni^ G = Ao, 
Qlfo mä) 17 ani) Äoi^, m. j. b. m. 

^.•5^. S)er öotftel^enbe ©a§ bilbet, wie fi(i| fpäter jeigen mirb, 
bie miffenfd^aftlid^e ©runblage für bie unter bem 9iamen ber Doli» 
ftönbigen Snbuction (be§ ©d^Iufje§ t)on w ouf w + 1) belannte 
SemeiSort, unb ex lann anä) auf folgenbe SQBeije auSgefprod^en 
n)etben: Um ju bemeifen, baß afle ©erneute ber Äette Äo eine 
gemiffe @igenf(3^oft (t befi^en (ober bo^ ein <5a§ S, in meiern 
bon einem unbeftimmten 3)inge n bie SRebe ift, mirllid^ für afle 
Elemente n ber Sette Äo gilt), genügt eö ju geigen, 

p. ba^ olle Elemente a be§ ©^ftemS A bie @igenf(!^aft (t 
befi^en (ober ba^ S für alle a gilt), unb 

ö. bafe bem SSilbe w' jebeS fold^en Elementes n bon .4o/ toeld^eS 
bie 6igenJ(3^aft d befi^t, biejelbe gigenfcfeaft d jutommt (ober bn^ 
ber @a^ S, fobalb er für ein ®(ement n bon Ao gilt, gemi^ aud^ 
für bejfen 33ilb n' gelten mu&). 

3n ber Xl^at, bejeid^net man mit 2 ba§ Softem aller S)ing€, 
meldte bie gigenfd^aft d befi^en (ober für meldte ber @a^ S gilt), 
fo leud^tet bie boUftänbige Uebereinftimmung ber je^igen 9lu§brudt§* 
ttjeife be§ ©a^e§ mit ber in 59 gebraud^ten unmittelbar ein. 

61. @a^. ©icRette bon M{A,B,C...) ift Jl ( A, -B«, Co . . .). 
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SäetoeiS. Sejcid^net man mit M ba§ crftcre, mit K ba§ le^tere 
©^^em, jo ift K mi^ 42 eine Äette. 2)o nun jAc§ ber ©^ftemc 
A, B, C... nod^ 45 Stl^eil bon einem ber ©^ffeme Ao, Bo, Co..., 
mithin (noc^ 12) MiKx^, \b folgt naiä^ 47 qu(]^ 

anbererfeitS, bo mä) 9 jebe§ ber ©^fteme A, B, C... I^eil bon 
If, aljo nad^ 45, 7 ou<^ 3:^eil ber ffette Mo \% fo mu$ no(J& 47 
oud^ jebeS ber ©^fteme Ao, Bo, Co... Sl^eil Don Mo, mitl^in mi^ 10 

fein, morau§ in 3Serbinbung mit bem Obigen ber p bemeifenbe 
Mo = K folgt (5). 

62. ©0^. 5)ie itette Don (&{A,B, C.) ift %W bon 
(5 {Ao, Bo, Co . . .). 

39ett)ei§. SSejeid^net man mit G baS erftere, mit K ba§ lejtere 
Softem, fo ift K wai^ 43 eine ftette. ®a nun j[ebe§ ber ©^fteme 
Ao, Bo, Co... nad^ 45 ®anje§ Don einem ber @pfteme A,B, C..., 
mithin (nad^ 20) GiK ift, fo folgt qu§ 47 ber ju bemeifenbe 

.63. @a^. 3ft K'iLiK, djo ^ eine ffette, fo ifl oud^ L 
eine Äette. 3fft Mefelbe ed^ter SL^eil Don K, unb ü ba§ Softem 
aller berjenigen (SIemente Don Ä) bie nid^t in L entl^alten finb, ift 
ferner bie Äette üo echter Sl^eil Don K, unb V ba§ Softem afler 
berjenigen ßtemente Don K, .bie nic^t in Uo enthalten finb, fo ift 
K=M(Uo,r) unb L = M(Uir). 3ft enblic^ L = K', 
fo ifl ViT. 

2)er beweis biefe§ ©a|e§,. Don bem tpir. (wie Don bcn beiben 
Dorl^ergel^enben) feineu ©ebraud^ mad^en merben,. möge bem fiefer 
überlaffen bleiben. 
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§.5. 
®a§ ßnblid^e.unb UnenbU(3^e. 

64* grflätung*)- 6in ©t)ficm S l^ei^t uncnblii^, toenn 
eS einem eisten %f)tik feiner jelbft äl^nlic^ ift (32); im entgegen* 
gefegten galle l^ei^t S ein enbH(3^e§ ©Aftern. 

65. ©0^. 3ebe§ au§ einem einjigen Elemente beftel^enbe 
©^ftem i[t enblii^. 

Sett)ei§. S)enn ein foI(i^e§ ©Aftern befijt gar feinen ed^ten 
S^eil (2, 6). 

66. ©fl^. ®§ giebt unenbli^e ©^[temf. 

SeiüeiS**). 3Jleine ©ebantenmelt , b. ^. bie ©efammtl^eit S 
aller S)inge, meldte ©egenjianb meinet 5)enIenS jein fönnen, ift 
unenbUd^. 2)enn menn s ein ßlement öon S bebeutet, fo i[t ber 
©ebanfe s\ baß s ®egen[tanb meines ®enfen§ fein fann, jelbft ein 
Clement öon S, ©iel^t man bafjelbe aß 39ilb y (s) be§ Elementes 
s an, fo l^at bal^er bie l^ierburd^ bejHmmte ?lbbilbung qp öon S bie 
6igenfii&aft, bafe baS »ilb S' X^eit bon S ift; unb jmar ift S' 
cä)Ux %i)e\l Don S, meit eS in S Elemente giebt (j. S. mein 
eigenes 3(3^), meici&e Don jebem foÜ^en ©ebanlen s' Derfd^ieben unb 
beSl^alb nid^t in S' entl^alten finb. gnblid^ leud^tet ein, ba^, menn 



*) äBill man ben begriff äl^nlid^er ^tffitmt (32) nid^t benu^en , f o mu^ 
man jagen : S l^ei^t unenbUd^ , toenn e§ einen ed^ten Stl^eil k)on iS giebt (6), 
in toc^cm 5 fid^ beutlit^ (ä^nlid^) abbilben U%i (26, 36). 3n biejct fjorm 
l^äbe i4 bie 3)etinitton be§ Unenblid^en, totlä^t ben Kern meinet ganzen 
llntetfud^ung bilbet, im September 1882 ^errn @. Kantor, unb fd^on 
mehrere äal^re frül^er aud^ ben l^erren S^toars unb SBeber miigetl^eilt. 
^e anbeten mir befannten ^Setfud^e, ba§ Unenbli^e Dom (Sublimen ju untet^: 
f(|eiben, '{d^einen mir \o toentg gelungen ju fein, ba^ id^ auf eine j^riti! ber^^ 
jelben oerjid^ten gu bürfen glaube. 

♦*) 6ine äl^nlid^e Sßetrad^tung finbet fid^ in §. 13 ber ?ßarabojien be§ 
Uttenblid^en k)on ^ol^ano (Seipsig, 1851). 
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a, b betfij^iebene ßlemente öon S finb, anä) \f)xe Silber a', V Der= 
jd&icben finb, bofe alfo bie ^ÄbbUbung 9 eine beutlidie (ö^nlid^e) 
i[t (26). 5Kit§in i{t S unenbliii^, m. j. b. id. 

67. ©a|.* ©inb JB, S ö^nlid^e ©^[teme, fo ift iJ enblicä^ 
ober unenblid^, je nad^bem ß enbli(^ ober unenbli(3^ ift. 

Seroeiö. 3ji S unenbli(|; aljo ^xX\^ einem ed^ten Sll^eile S' 
feiner felbft, fo mu^/ tt)enn E unb S äl^nlic^ finb, S' nad^ 33 
äl^nlid^ mit E unb nad^ 35 jugleid^ äl^nlid^ mit einem ed^ten 
3:]^eile Don 1? fein, meldier mitl^in nad| 33 feibft öl^nlid^ mit i? 
ift; dfo ift B, unenblid^, m. j. b. tt). 

68; ©Q^. 3e^e§ '©t)ftem iS, meld^eS einen unenblid^en 3:]^ejl 
T befi^t, ift ebenfalls unenblii^; ober mit anberen Söorten, jeber 
3:l)eil eine§ enblid^en ©ijftemS ift enblid^. ' 

Seir)ei§. SP T unenblid^, giebt e§ alfo eine fold^e äl^nlid^e 
?l6bilbung i> öon T, ba^ i/; (T) ein ed^ter Sl^eil öon T mirb; fo 
f ann man, menn T 3:]^eil t)on S ift , bieje ?lbbilbung tf: ju einer 
3](bbilbung g? bon S erweitern, inbem man, toenn s irgenb ein 
Clement bon 8 bebeutet, 9? (s) = 1/; (s) ober g? (s) = s fe^t, je 
nad^bem s Clement bon T ift ober nid^t. S)iefe 3lbbilbung 9 ift 
eine öl^nlid^e; bebeuten nämlid^ a, 6 öerfd^iebene Elemente bon B, 
f ift, menn pe jugleid^ in T entl^alten finb, ba§ Silb 9 (a) = 1^ (a) 
berfd^ieben bon bem Silbe (p (b) = ^ (ft), meil ^ eine ä^nlid^e 
3l6bilbung ift; menn ferner a in T, 6 nid^t in T entl^alten ift, fo 
ift (f (a) = if (a) berfd^ieben bon qp (6) = b, m\l i^f (a) in T 
eiit^atten tft; menn enblid^ toeber a nod^ h in T entl^alten ift, fo 
ift ebenfalls (p{a) z=: a berfc^ieben bon 9 (6) == 6, xoa^ ju jeigen 
loar. S)a ferner '^{T) %^t\\ bon T, alfo nac^ 7 oud^ jEl^eU bon 
8 ift, fo leud^tet ein, bafe aud^ (p{S)iS ift. 2)a enblid^ 1^ (T) 
ed^ter Stl^eil bon T ift,. fo giebt e§ in T, alfo aud^ in S ein 6Ie* 
ment ^, toeld^eö nid§t in 1^ (T) = 9 (T) entl^olten ift; ba nun 
ba§ SSilb (p (s) jebeS nid^t in T entl^altenen @Iemente§ s felbjl = s, 
alfo aud^ bon t berfd()ieben ift, fo fann t überl^aupt nid^t in (p (S) 



19 

cntJ^dtcn fein; mitl^in ift (p(S) eä^kx %^ül Mn S,. uttb folgl^ 
ijl Ä uncnbK(|, to. j. Jb. lo. 

69. @Q§. 3ebe§ . ©Aftern, ml6)e^ einem 3:]^eile eineS enblid^en 
©9jlem§ ä^nli(]^ ijt, ift felbft mUxä). 

S)er »emeiS folgt an^ 67, 68. 

70. ©0^. 3ft a ein glement bon iS, unb ift ber Inbegriff T 
Quer Don a Derfd^iebenen ßlemente . Don 5 enbK(ä^, fo ift auä) 8 
enbl^. 

Semei§. SBir l^aben (naci^ 64) ju jeigen, ia% menn (p irgenb 
eine ä^nlicä^e Slbbilbung bon S in fi(i^ felbft bebeutet, ba§ Silb 
g) (S) ober S' niemofö ein e(]^ter SE^eil öon S, fonbern immer = S 
ift. Offenbar ift S = M {a, T), unb folglid^ nai) 23, menn bie 
Silber mieber burci^ 3lccente bejeiij^net merben, 8' = M ipl T'), 
unb megen ber Slel^nlid^feit ber 2lbbilbung qj ift a! nid^t in T 
entl^alten (26). 2)a ferner nad^ Slnnal^me 8'i8 ift, fo. rau$ a' 
unb ebenfo jebeS ©lement Don T enttoeber = a, ober Clement 
\>m T fein. SBenn bal^r — meldten gall mir junäd^ft be^anbeln 
tooBen — a nid^t in T enthalten ift, fo mu^ T'^T-.unb folglid^ 
T' =1 T fein, weil (p eine äl^nlid^e Slbbilbung, unb »eil J ein 
enblid^e§ @t)ftem ift; unb ba a', mie bemerft, nid^t in T', b. J^. 
nid^t in T entl^alten.ifl, fo mu^ a' = a fein, unb folglid^.ift in 
biejem gade toirflid^ S' == 8, toie bel^auptet ioor. 3m eittgegen» 
gefegten galle, toenn a in T' entl^alten unb folglid^.ba§ Silb 6' . 
eines in T entgoltenen Elementes b ift, moHen mir mit TJ ben 
3nbegriff oller bejjenigen Elemente u Don T fcejeid^nen, meldte Don 
h Derjd^ieben finb; bann ift T = üt (6, TJ), unb (nod^ 15) 
8 = M (a, h, TJ), olfo 8' = M {a\ a, V). 2Bir, beftimmen 
nun eine neue Slbbilbung i^, Don T, inbem mir i^ (6) — a' unb 
allgemein ^(u) = w' fe^en, moburd^ (nod^ 23) ?(^(T) — ill(a', C/') 
mirb. Dffenbor ift ^ eine, öl^nlid^e Slbbilbung, meil 9. eine fold^e 
mar, unb meil a nid^t in TJ, olfo oud^ a' nid^t in f// entgolten ift. 
©0 ferner a unb jebeä Slement u Derfd^ieben Don h ift, fo muß 

2* 
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(toegen her ^lei^nliij^teü bon q>) auä) o! unb iebe§ ©lement v! 
öerjc^ieben Don a unb folglicj^ in T.entl^olten jcin; mitl^in ift 
^(T)^T, unb ba T enblidi ift, jo mufe * (T) = T, aljo 
JB (< ?7') = T fein, ^ieraug folgt aber (noc^ 15) 

iW (a', % U') — M (a, T), 
b. 1^. naä) bem Obigen S' == S. 5Ufo ift oud^ in biefem fjofle 
ber erforberIi(i^e S3emeiS gefttl^rt. 

§. 6. 

@infa(ä^ unenbUiJ^e ©^fteme. JReil^e ber naiüxlxä)en 

Sollten. 

71. ßröärung. Sin ©Aftern N l^ei^t einfQci^ unenblid^^ 
ttjenn eö eine folci^e äl^nliii^e 9lbbilbung 9 öon ^ in fi^ felbft 
giebt, bo^ K al§ ftette (44) eine§ ßlementeS erf(j^eint, tt)el(i^e§ nid^t 
in (p (N) enthalten ift SBir nennen bieS Clement, ba§ toir im 
gfolgenben burd^ baS ©^mbol 1 bejei^nen woffen, baä ®runb = 
element üon N unb jagen jugleiiä^, ba§ einfaii^ unenblii^e ©Aftern N 
fei bur(^ bieje Slbbilbung <p georbnet. Sel^alten mir bie früheren 
bequemen Säeseid^nungen für bie Silber unb Äetten bei (§. 4), fo 
beftel^t mitl^in bo§ SBefen eine§ einfad^ unenblid^en S^ftemS N in 
ber ßjiftenj einer 9lbbilbung 9 don N unb ei^ieö 6Iemente§ 1, bie 
ben f olgenben Sebingungen «, ß, y, ä genügen : 

ß. N= lo. 

y.. 3)a§ ßlementl ift nid^t in N' entl^Iten. 

S. 3)ie «bbilbung 9 ift ä^nlid^. 
Offenbar folgt au§ a, y, d, ba^ jebeS einf ad^ unenblid^c 
Softem N tt)irflid^ ein unenblid^e§ ©Aftern ift (64), »eil e§ einem 
ed^ten Steile N' jeiner felbji öl&nlid^ ift. 

72. ©a^. 3Sn jebem unenblid^en ©^fteme S ift ein einfad^ 
unenblidbe§ ©Aftern N als Sl^eil entl&alten. 
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äSemei^. @3 giebt mif 64 eine fol(](|e öl^nlii^^e Slbbilbung ^ 
t)on Ä bo| 9 (S) obex S' ein ed^ter %fft\l öon ä mitb; e§ giebt 
olfo ein Clement 1 in S, tt)el(i^e§ nic^t in S' entl^alten ift. S)ie 
ffette N= i^, toel^t biefer ^Ibbilbung 9 be§ ©9ftem§ S in [idi 
felbft entjpric^t (44), ift ein m\ai) unenbUd^eS, >)ur(i& 9 georbneteS 
©Aftern; benn bic ^oraftetiftifd^en Sebingungen a, ß, y, S in 71 
finb offenbar fämmtliii^ erfüllt. 

73. Srflärung. äBenn man bei ber Säetrad^tung eine§ einfad^ 
unenblic^en, burd^ eine Slbbilbung (p georbneten ©^fiemS N bon 
ber befonberen Sefd^affenl^eit ber Elemente gänjfid^ abfielet, lebiglid^ 
il^re Unter^(^eibbarfeit fejipH unb nur bie Sejiel^imgen auffaßt, in 
bie fie burd^ bie orbnenbe ^bbilbung fp }u einanber gefegt finb, fo 
l^ei^en biefe Elemente natürlid^e !ßaf)Un ober Drbinaljal&Ien 
ober au^ fd^Iec^tl^in 3ö]&Ien/ unb baS ©runbelement 1 l^eifet. bie 
©runbja^I ber ga^Ienreil^e N. 3n Mä^t auf biefe »e. 
freiung ber ©lemente bon jebem anberen Snl^alt (Slbftraction) !ann 
man bie ^affUn mit 9ied&t eine freie ©d^öpfung beS menfc^Iid^n 
©eifteS nennen. 3)ie Sejiel^ungen ober ©efe^e, meldte ganj aflein 
au§ ben Sebingungen a, ß, y, Ä in 71 abgeleitet tt)erben unb beS= 
l^alb in allen georbneten einfad^ unenblidden ©^ftemen immer bie= 
felben finb, n)ie aud^ bie ben einzelnen Elementen }uföllig gegebenen 
Flamen lauten mögen (oergl. 134), bilben ben näd^ften ©egenftanb 
ber SBiffenfd^aft oon ben Sal^Ien ober ber 5lrit]^metif. 
^u§ ben aflgemeinen 93egrif[en unb ©ö^en be§ §. 4 über W)» 
bilbung eine§ ©^ftem§ in fid^ felbft entnel^men mir junäd^ft un» 
mittelbar bie folgenben ^kmU\iljit^ toobei unter a, &... m, n... 
ftets Elemente oon N, aljo S^^^^^ «"t^^ ^/ -B* C'... il^eile bon 
N, unter a', 6'... m\ w'... Ä', Jff, C... bie entf|)red^enbett 
Silber oerfianben merben, xot\8)t burd^ bie orbnenbe 3iMnbung q> 
erjeugt unb ftets mieber Elemente ober 3:i^ile bon N finb; baS 
Silb n' einer 3al^l n- toirb aud^ bie auf n f 1 g e n b e "^a^ ge« 
nannt. 
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74. ©Q^. 3ebc Söi&I n i[t tta(i^ 45 in il^rer Äettc Wo ent» 
l^dtfii, unb nad^ 53 ijt bie Sebingung ninio glei^lloertl^ig mit 

. 75. ©o|. 3ufoIge 57 ift < = (wo)' = (n% 

76. .©a|. Sufolge 46 ift wi^Wo. 

77. ©a^. 3ufoIge 58 ift Wo = Jl (n, n^). 

78. ©o|. e§ ift JV= i|l(l,iV^')' ülfo ift jebe bon ber 
(Srunbäal^l 1 Dcrf d^iebcne Qa^l ßlemcnt Don ^', b. 1^. S3ilb einer 

®et S3ett}ei§ folgt au§ 77 unb 71. 
.79. ©a^. iV ift bie einjige Sal^Ientetle, in welker bie @xunb= 
jal^l 1 entl^dten i{t. 

Setoei§. ®enn loenn 1 (SIement einet 3öi&lenfette K ift, fo 
ift. mä) 47 bie jugeprige Jfette N^K, folglid^ N= K, toeil felbjl. 
berftänblid^ Ki N ift 

80. ©a| ber boüftänbigen Snbnction (©d^Iufe Don n auf n'). 
Um ju ben)eifen, bofe ein ©a^ für alle Sö^^^i^ » ^^^^^ ^^t*^ *^o 
gilt, genügt e§ ju ieigen, 

9. bafe er für n = m gilt, unb 

6. ba^ ou§ ber ©ültigfeit beS ©o^e§ für eine 3öl^I n ber 
Sfette mo ftetS feine ©ültigleit auc^ für bie f olgenbe 3o^l w' folgt. 

5)ie§ ergiebt fid^ unmittelbar aus bem allgemeineren ©a^e 
59 ober 60. 2lm l^äufigften loirb ber gfaU auftreten, tt)o m = 1, 
alfo mo bie Dolle gal^lenreil^e N ift. 

©rötere Unb flein^re gal^len. 

81. ©a|. 3ebe Sal^l w ift Derfd^ieben Don ber auf fie folgen» 
ben 3öi^l n\ 

33ett)ei§ burd^ Dotiftänbige ^nbuction (80). 3)enn 
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Q. ber @tt§ ift ma^r für bie !^a^l w == 1 , meil fie mäji 
in JV' enthalten ifl (71), mä^renb bie folgenbc 3a^I 1' als. Sätlb 
bct in N cntl^altenen g^^t 1 Clement r)on J?;' i[t. 

ö. 3fl bcr ©a J loal^r für eitte 3^^! n , unb je^t man '■ bie 
folgcnbe 3^^ n' ^= p, jo ift w betfc^icben t)on jp, wotöüS no^ 
26 toegen bet 9le]^nli(j^!cit (71) bct orbncnbett 5lb6ilbung q? folgt, 
bo& n', dfo jp Dcrfd^iebcn öon.y ifl. 9Hitl&in gilt ber ©aj mi) 
für bie auf n folgenbe 3^^^ p, tu. j. b. id. 

82. ©a^. 3n ber Silbfette < einer 3n^l w ift jmar (na(^ 
74, 75) beren Silb n', nici^t aber bie 30I&I >» felbft entl^alten. 

aSemeiS burc^ öofiftönbige 3nbuction (80). SJenn 
p. ber ©a^ ift mal^r für w = 1 , »eil Vo = N', unb tneil 
nad^ 71 bie ©runbja^l 1 nid^t in N* entgolten ift. 

a. 3jt ber ©a^ tt)a]^r für eine 3ö1^1 n, unb fe^t man wieber 
n' = p, fo ift n ni(|t in po entl^alten, alfo Derfd^leben bon jeber 
in Po entl^altenen 3^^! 3/ tt)orau§ wegen ber Stel^nlid^feit bon ^ 
folgt, ba^ n\ alfo 2? berfd^ieben bon jeber in po entl^altenen 3^^l <l\ 
alfo nid^t in p'o entl^alten ift. 9Kitl^in gilt ber ©a^ aud^ für bie 
auf n folgenbe 3^51 P^ tb. j. b. tt). 

83. ©a|. S)ie Silblette w; ift ed^ter J^eil ber Rette w«.^ 
3)er aSeweiS folgt au§ 76, 74, 82. 

84. ©a^. 9Iu§ Wo = Wo folgt m = w» 
SeweiS. ®a (nad^ 74) m in w« entl^alten, unb 

mo = no = M {n, n'o) 
ip (77), fo müfete, wenn ber ©a^ \cX\i), alfo m berfd^ieben bon n 
wäre, m in ber ifette n*o entl^alten, folglid^ nad^ 74 ani^ moin'o, 
b. 1^. n^in'o fein; ba bieS bem ©aje 83 miberfprid^t, fo ift unfer 
©a| bettriefen. 

85. ©a|. aSenn bie 3a]^l w nid^t in ber 3a^lenfette K 
entHten ift, fo ijl Kinl ' 

a3ett)ei§ burd& boüfiänbige 3nbuction (80). Senn 
Q. ber ©a| ift nad^ 78 toofyc für w = 1. 
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ö. 3ft ber ©a^ toal&r für eine S^l&I w, jo gilt er an^ für 
bie f olgenbc 3ö^l j^ = w' ; benn toenn p in ber S^i^fenf ette K 
ni(i&t entl^alten ift, fo !onn no^ 40 aniS) n nid^t in K entl^alten 
fein, unb folglid^ ift mä) unferer ?lnno^mc Kin'o; ba nun 
(ncui^ 77) fio=po = M{j?, Po)^ ölfö JSr^iM (i),i>o), unb p 
nid&t in X entl&oltcn ift, fo mu^ Kipo fein, tt). j. i. tt). 

86. ©0^. SBenn bie 30I&I n ni(3^t in ber 3ö^Ien!ette K 
entl^alten ift, tüol^l aber i^r Silb n', fo ift K = Wo. 

a5etr)ei§. 5)a n nici^t in J^ entl^olten ift, fo ift (mä) 85) 
Kin'o, unb ba w'^Z", fo ift naci^ 47 au(i^ w^^Z, foIgli(i^ jSr= n«, 
m. j. b. m. 

87. @a^. 3n jeber S^^I^ntette K giebt e§ eine unb (m^ 84) 
nur eine 3ö^l *, beren JJette 1co= K ift. 

SetoeiS. 3ft bie (Srunbja^l 1 in K enthalten, fo ift (na^ 79) 
K = N = lo* 3m entgegengefe^ten gafle fei Z ba§ ©Aftern 
aller m6)i in K entl^altenen 3öl&Ien; ba bie ©runbjal^l l in Z 
enthalten, aber Z nur ein eti^ter Xl^eil ber S^^Ienreil^e N ift, 
fo lann (naä) 79) Z feine ffette, b. 1^. Z' fann ni(^t %f)e\l t)on 
Z fein; eö giebt bal^er in Z eine 3ö^l ^/ ^^^^^ 33ilb w' nid^t 
in Z, alfo gemife in K entl^alten ift; ba ferner n in Z, alfo 
m^\ in JT enthalten ift, fo ift (naä) 86) Z = wi, alfo fc = n', 

u). }. b. to. 

88. ©aj. ©inb m, w berfci^iebene 3ö^len, fo ift eine unb 
(nad^ 83, 84) nur eine ber Äetten m«, Wo ed^ter 2:i^eil ber anberen, 
unb imar ift entmeber tioinio, ober moin'o, 

Sen)ei§. 3ft.n in mo entl&alten, alfo nad^ 74 aud^ tioimo, 
f !ann m nid^t in ber ßette Wo entl^alten fein (meil f onft nad^ 74 
aud^ nio i rio, alfo m« = Wo, mitl^in nad^ 84 aud) m = n loäre), 
unb ]^ierau§ folgt nad^ 85, ba^ noim'o ift. 3nt entgegengeje^ten 
gfaHe, toenn n nid^t in ber ftette mo entl^alten ift, mu| (nad^ 85) 
mo^n'o fein, tt). j. b. m. 
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89. gröörung. S)ic 3a^I m Reifet »einer al§ bie 3a^I n 
unb jugleid^ l^eifet n größer olö m, in 3^^^« 

m <z n unb w > w, 
menn bie ^bingung 

etfünt i[t, me((i^e mä) 74 qu(^ bur(^ 

QUögebrüdft werben fann. 

90. @a^. ©inb m, n irgenb meldte S^^^I^^^/ fo finbet immer 
einer unb nur einer ber folgenben gälle X, [i, v ©tott: 

A. m = n, n = m, b. 1^. iWo = fio 

II. m <Z n, w > w, b. if. noimo 

V. m > n, n < m, b. 1^. Wo 9 Wo. 
S3etDei§. 3)enn toenn k ©tatt finbet (84), \o !ann meber /* 
no(i^ V eintreten, meil- na(i^ 83 niemals Wo^Wo i[t. SBenn aber A 
mäft ©tütt finbet, fo tritt na(i^ 88 einer unb nur einer ber göKe f*, 
r ein, tt). 5. b. m. 

91. ©o|. g§ ift n < w'. 

39etr)ei§. 2)enn bie Sebingung für ben gaH 1/ in 90 tüirb 
burd^ m = n' erfüllt. 

92. grflärung. Um auSjubrüdfen , bofe m enttoeber = n 

ober < w, alfo ni(i(|t > w ift (90), bebient man fidd ber SSe» 

ieid^nung 

m ^ n ober aud^ n "^m, 

unb man fagt, m fei ]^ö(j^ften§ gleid^ w, unb n fei minbeften§ 

gleid^ m. 

93. ©a|. 3ebe ber Sebingungen 

m ^n, m<: n\ Uoimo 
ift glei(|n)ertl^ig mit jeber ber anberen. 

33ett)fi§. 2)enn menn m^n, fo folgt au§ A, f* in 90 immer 
Wo^iWo, tt)eil (nad^ 76) m'o^mo ift. Umgefe^rt, menn no^mo, 
alfo nad^ 74 aud{) ninio ift, fo folgt aug m^ = iK (w, m^), bafe 
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cntmcbcr n = m, ober n^nio, t>. f). n > m iji. TOtl^in ift bie 
Sebingung m^n gle^mertl^ig mit fio i mo. Slußctbem folgt au§ 
22, 27, 75, bo^ biefc SSebingung w^^Wo loiebcr gleid^mertl^ig mit 
K i mo, b. % {m(S) [i in 90) mit m <cn' ift, vo. j. 6. to. 

94. @o|. 3ebc ber Sebingungen 

m' ^ n, m' <: w', m <: n 

ift gleici^toertl^ig mit jeber ber onbereit. 

S)er Semeis folgt unmittelbor aus 93, toenn man bort m 
hnxä) m' erje^t, unb au§ ^ in 90. 

95. ©a§. Senn ? <: m unb m ^ n, ober toenn Z ^ m 
unb m < w, fo ift Z <: w. 2Benn aber l ^m unb m ^ n, 
fo ift Z ^ n. 

Semeis. 2)enn auS ben (nod^ 89, 93) entjprec^enben Se» 
bingungen moHo unb Wo^mo folgt (nad^ 7) noUo, unb baffelbe 
folgt anä) aus ben SSebingungen moHo unb noim'o, meil jufolge 
ber erfteren au(J^ m^^Z« ift. 6nbli(j^ folgt auS Wo^Zo unb noimo 
a\x^ fio i lo, m. j. b. m. 

96. ©aj. 3n Jebem SL^eile T bon N giebt eS eine unb nur 
eine üeinfte 3^^^ K b. f). eine Sal^I k, mel(i^e Heiner ift als jcbe 
anbere in T enthaltene 3^^. Seftel^t T aus einer einjigen 3^^!/ 
fo ift biefelbe aud^ bie fleinfte 3ol&l in T. 

Semeis. ®a To eine ftette ift (44), fo giebt eS nad^ 87 eine 
3a^l h, beren ifette ä« = To ift. ®a hieraus (nad^ 45, 77) 
TiM ik K) folgt, fo mu^ junäd^ft h felbft in T enthalten fein 
(meil fonft Tihl aljo nad^ 47 aud^ To^K, b. ^. ÄJo^fci märe, 
mas nad^ 83 unmöglid^ ift), unb aufeerbem muß jebe üon h t)er= 
jd^iebene 3a^l beS ©tiftemS T in K enthalten, b. ^. > h fein 
(89), moraus jugleid^ nad^ 90 folgt, bafe eS nur eine einjige fleinfte 
3a]^l in T giebt, m. j. b. m. 

97. ©a|. S)ie fleinfte 3a]^l ber ftette fio ift w, unb bie 
©runbja^l 1 ijl bie tleinfte afler 3a^len. 



1 



27 

» 

Semeis. 3^cnn nad^ 74, 93 ip bie SScbrngung mitio QUiä)* 
loert^ig mit m ^ w. Ober e§ folgt unfer Safe aud^ unmittelbar 
QU§ bem SetDeije be§ Dorlöergelö^nbfn @ü|e§, tüeil, menn bafelb[t 
T =. rio angenommen ttJirb, offenbar 1c = n mirb (51). 

98. grllärung. 3ft n irgenb eine !^Ci^i, fo wollen mir mit 
Zn ba§ ©Aftern aller Qa^len bejeiii^nen, meiere nid^t größer 
al§ n, alfo nici^t in < entl^allen finb. ®ie SSebingung 

miZn 

ift nad^ 92, 93 offenbar gleidj^mertl^ig mit jeber ber folgenben Se= 
bingungen: 

99. ©a^. es ift liZn unb n^Z„. 

®et Semeis folgt aus 98, ober aud^ aus 71 unb 82. 

100. ©a|. 3ebe ber mä^ 98 gleid^mcrtl)igen SSebingungen 

ift aud^ gleid^mertl^ig mit ber Sebingung 

Zfn i Zn* 

Semeis. 2)enn menn m 9 Zn, alfo m ^ n, unb menn l i Z^, 
alfo l ^ w, fo ift nadö 95 aud^ Z ^ w, b. 1^. HZ»; menn alfo 
miZn, fo ift jebeS ßlement i beS ©^ftemS Z„t aud^ Clement Don 
Zn, b. ^. ZmiZn. Umgefel^rt, menn Z„,iZn, fo mufe nad^ 7 
auc^ w^Zn jein, meil (nad^ 99) miZm ift, m. j. b. m. 

101. @a^. 2)ie Sebingungen für bie gäfle A, /*, v in 90 
lajfen fid^ aud^ in folgenber SBeife barftellen: 

A. m = n, n = m, Zin = Zn 
II. m <Zn, n> m, Z^'iZn 
V, m> n, n <: m, Zn^^Z^, 
25er Semeis folgt unmittelbar aus 90, menn man bebenft, ba$ 
nad^ 100 bie Sebingungen noinio unb ZmiZn gleid^mertl^ig finb. 

102. ©aj. gs ift Zi = 1. 

Semeis. ®enn bie ©runbja^l 1 ift nad^ 99 in Z^ enthalten, 
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unb jebc t)on 1 t)erj(3^ebene 2ai)l ift nod^ 78 in U, alfo naä) 98 
nid^t in Zi entgolten, id. j. b. tu. 

103. ©0^. Sufolge 98 jfl JV^ = Jl (Z«, wi). 

104. @a^. 6§ ift w = « (Z„, fio), b. ^. w ift baS rinitge 
jgemcinfome Clement bet ©^ftetnc Z« unb Wo. 

aSemeiS. 9luS 99 unb 74 folgt, ba^ n in Z» unb Wo ent* 
Valien ift; ober jebc§ bon n uetfd^iebene (Slemcnt bcr Äctte w« ift 
nad^ 77 in <, alfo na(| 98 nid^t in Zn entl^altcn, tu. j. b. to. 

105. @a|. 3iifoIfle 91, 98 ift bie 3a^I n' nid&t in Z„ 
cntl^Qlten. 

106. ©a|. 3ft m '<: n, fo ift Z^ ei)iex X^eil öon Z«, unb 
umgelel^rt. 

SemciS. SBenn m < w, fo ift (mä) 100) Z^3Zn. unb ha 
bie noc^ 99 in Z„ entgoltene Sol^l w nQ(?^ 98 nici^t in Zn, ent= 
I}otten fein lann, meil n^ m ift, fo ift Z^, ed^ter 3:l^eil bon Zn. 
Umgefel^rt, menn Z^ ed^ter jLl^eil Don Zn, fo ift (nod^ 100) m^n, 
unb ba m nid)t = n fein lonn, meil fonft axiä) Zm = Zn toöre, 
fo mufe /w <: w fein, m. j. b. tt). 

107. @q|. Zn ift ed^ter 3:^eil Don Z^». 

2)er 93emei§ folgt ou§ 106, meil (nad^ 91) n <: n' ift. 

108. @a|. Zn' = M{Znrny 

SSemeiS. Denn jebe in Zn' entgoltene 3a^t ift (nod^ 98) ^ w', 
alfo entmeber = n', ober < w' unb folglid^ nad^ 98 ßlenunt Don 
Zn] mitl^in ift gemife Zn^^iW (Z„, n'). 3)a umgefel^rt (nod^ 107) 
Zn^Zn' unb (nad^ 99) n'iZn^ ift, fo folgt (nad^ 10) 

itt(Z„,n')^^«v 
morauS fid^ unfet ©a^ nad^ 5 ergiebt. 

109. ©a^. ®a§ »ilb Z; be§ ©5ftem§ Z« ift ed^ter 3:^eil 
be§ ©9ftem§ Z^/. 

39en)ei§. Denn jebe in Zi enll^altene S^^^ ^P ^ö§ Silb m' 
einer in Zn entl^altenen S^^ ^^ unb ba w ^ w, alfo (nad^ 94) 
m'^w', fo folgt (nac^ 98) Zn^Znu ®a fetner bie 3a^I 1 
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naäf 99 in Zn^, aber nad^ 71 nid^t in bem SSilbe Zi entl^alten 
fein fonn, fo ift Zn ed^tet 2:]^il bon Znv tt). j. b. to. 

110. ©aj. Zn/ = M (h Z'n). 

a3cn)ci§. 3ebe öon 1 Detjd^iebene 3^^! ^«^ Spftem^ Z«* ift 
nat^ 78 bo§ S3ilb m' einer Qaijll m, unb biefe mu^ ^ w.alfo 
nod^ 98 in Z« entl^alten fein (weil fonft w» > w, alfo nac^ 94 
au(i^ m' > w', rttitl^in m' na(3^ 98 nid^t in Z«' entl^alten toöre) ; 
au§ w9Z„ folgt ober m'iZ'n, unb folglid^ ift gett)ife 

Zn.^iM(l,Zi). 

S)a umgefel^rt (nod^ 99) HZ«/^ unb (nad^ 109) ZniZj, fo 
folgt (nad^ 10) M (1/ Zn)iZn' ^nb l^ierauS ergiebt fid^ unfer @a^ 
nöd^ 5. 

111. 6r!lärung. SBenn e§ in einem ©Aftern E Don Qa^en 
ein ßlenient flf giebt, weld^eS größer ate jebe onbere in E entl^altene 
Saf)l ift, fo ^eißt jr bie größte 3o^l be§ @^ftem§ E, unb offen« 
bar fann e§ nad& 90 nur eine fofd^e größte 3^^^^ i" ^ 9^6en. 
Seftel^t ein ©^ftem au§ einer einzigen Qaf)i, fo ift biefe felbft bic 
größte 3a]^l beS ©^ftemS. 

112. ©a§. 3ufolge 98 ift n bie größte 3a^l be§ ©^ftemS Z«. 

113. ©aj. ©iebt e§ in E eine größte 3a^l gr, fo ift EiZg. 
Seioeiö. ®enn jebe m E enthaltene 30I&I ift ^g, mithin 

nad& 98 in Zg entl^alten, tt). j. b. tt). 

114. @a$. 3ft E %S)t\l eines @9ftem§ Zn, ober giebt eS, 
ma§ baffelbe fagt, eine gal^l n bon ber 3lrt, ba^ alle in E ent- 
^altenen 3öl&len ^ w finb, fo befijt E eine größte 30I&I ^• 

35ctt)eiä. 3)a8 ©Aftern aller S^^feu p, hjeld^e'ber Sebingung 
EiZp genüigen — unb nad^ unferer ^nnal^me giebt e§ fold^e — , 
iit eine flette (37); tt)eil nad& 107, 7 aud^ EiZp, folgt, unb ift 
bal^r (nod^ 87) = go, too g bie tleittjie biefer 3o^l^n bebeutet 
(96, 97). 6ä ift ba^er aud^ EiZg, folglid^ (98) ift jebe in E 
enthaltene ^at)l ^ g, unb tt)ir ^oben nur nod^ ju jeigen, ba^ bie 
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3al^t g \Am in E entfallen ifi S)ie§ leud^tet unmittelbar m,. 
tt)enn g = 1 i[t, mcil bann (naö) 102) Zg imb folgliti^ anä) E 
Qu§ bcr cinjigen !^a^ 1 befielet* 3ji aber g \)on 1 berf cfiieben 
unb folglich nad^ 78 ba§ »ilb / einer 3a^I / fo i[t (na(J& 108) 
EiMr{Zf, g)\ märe nun s^ nid^t in -B entl^alten, jo mü^te jE3Z/ 
fein, unb e§ gäbe bal^er unter ben Sö^l^n P rine 3^^^. // h)^^^. 
(na(i{l 91>< g \\i, loaS bem Obigen n?iber jpriij^t ; mitl^in iji jr in 
E enthalten, xo. j. b. m. 

115. grtlörung. %i Z < m unb m <: n, fo fagen mir, bie 
3al^l' m Hege jmifciö^J^ ^ ^^t) n (au^ jmifd^en n unb Z). 

116. @a^. @§ giebt feine 30I&I, bie .imif(i^en n unb n' 
liegt. 

aSemeiS. Senn jobolb m <: w', alfo (nad^ 93) m ^ w i[t, 
fo fann naii^ 90 ni(^t w <: m fein, m. j. b. m. 

117. Sa^. 3ft ^ eine 3a^t in T, aber ni^t bie öeinfte (96), 
fo giebt e§ in T eine unb nur. eine näd)[t fleinere 3^^! ^^ b. ]§. 
eine 3ol^l s bon ber 5(rt, ba^ s <: ^/ unb bap e§ in T feine 
jmifd^en s unb ^ liegenbe 3o^I giebt. @6enfo giebt e§, menn ni(3^t 
etma ^ bie größte 3a^I in T ift (111), in T immer eine unb nur 
dne nöd^ft größere 3^^l ^/ b. 1^. eine 3<^^I ^ öon ber Slrt, ba^ 
tr< w, unb ba^ e§ in T feine smifiä^en t unb w liegenbe- 3o^I 
giebt. S^ifllei^ ift ^ in-T näci^jl größer als s unb nä(i^ft fleiner 
al§ w. 

»emei§. SBenn t nid^t bie fleinfte 3a^I in T ift, fo fei E 
ba» ©Aftern aller berjenigen 3ö^ten bon T, mel^e < t finb ; bann 
ift (nad^ 98) Ei Zu unb folglid^' (114) giebt eS in E eine größte 
3a]^I s, meldte offenbar bie im @a|e angegebenen (Sigenfd^aften 
befi^t, unb aud^ bie einjige fold^e 3ö^l ift- SBenn femegr ^ nid^l 
bie größte 3«^! in T ift, fo giebt eS nad^ 96 unter allen ben 
3al^Ien bon T, meldte > ^ finb, gemi^ eine tieinfte w, )tJeI(|e, unb 
jmar allein, bie im @a|e angegebenen (Sigenf(^aften befi^t. (Sbenfp 
leud^tet bie Stid^tigfeit ber ©d^Iu^bemerfung beS @aje§ ein. 
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118. ©Qj. 3n N\\i bie 3a^l n' nö# größer aU n, unb 
w näd^ft Keiner ote w'. 

Set »emeiS folgt au§ 116, 117. 

§.8. 
gnbUd^e unb unenbli(i^e %^eUe bet Qal^Ienreil^e. 

119. ©oj. 3ebe§ ©riftem Zn in 98 ift enblid&. 
Sett)ei§ burc^ öollftönbige Snbuction (80). 3)enn 
Q. ber ©Q| ift ma^r für w = i jufolge 65, 102. 

ö. 3ft Zn enbli(]^, fo folgt au§ 108 unb 70, bo^ au^ Z^f 
enbli(^ ijt, to. i. b. m. 

120. ©Q§. ©inb m, n üerfd^iebene "^(i^txi, fo finb Z^, Zn 
unäl^nlid^e ©^fteme. 

®en?eis. 2)er ©pnnnetrie »egen bürfen wir na<3^ 90 an« 
nel^men , e§ f ei w <: w ; bann ift Zm nniä^ 106 ed^ter Sl^eil bon 
Znt unb ba Z„ na(i^ 119 enbli(i^ ift, fo tonnen (nod^ 64) Zy^ unb 
Zn nic^t Q]§nli(^ fein, m. j. b. w. 

121. ©0^. Sfber 3:^eil E ber 3öi&Ienrei]^e JN", metc^er eine 
größte 3a^l befi^t (111), ift enblici^. 

S)er S5etr)ei§ folgt auä 113, 119, 68. 

122. ©0^. Seber Sl^eil IJ ber S^l&Ienrei^e N, mli^ti feine 
gröpte 3^^I f^^P^t, ift einfad^ unenbli(^ (71). 

SeweiS. 3ft «* itgenb eine 3o^l ii^ C^/ fo giebt e§ no(i^ 117 
in t/ eine unb nur eine nä(j^ft größere 30I&I cil§ m, bie toir mit 
^ (w) bejeid^nen unb ol§ Silb t)on u anfeilen moHen. Die l^ier» 
burc!^ öoBftönbig beftimmte 9lbbilbung ii> be§ ©^ftemS JJ l^at offen« 
bor bie @igenf(^aft 

b. I&. ü" toirb burii^ i/^ in fid^ felbft abgebilbet. ©inb ferner u, v 
derfc^iebene 3öi&len in ü, fo bürfen mir ber ©^mmetrie wegen r\üäf 
90 onnel^men, e§ jei w <: v; bann folgt mö) 117 au§ ber Defini- 
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tion Don f, bo^ f. (m) ^v unb «? < ^ (v), alfo (nad^ 95) 
t/' (w) < i/' (v) ift; mitl^in finb mä) 90 bie Silber t i^), ^ (t?) 
öerjd^iebcn, b. 1^. 

Ö. bic mbilbung jI^ ifi ä^nüd^. 
Gebeutet ferner u^ l>ie fleinfte gol^l (96) beS ©^ftemS Z7, jj) ift 
jebe in U entl^oltene 3a]^I u^Ui, unb ba allgemein «* < ^ (w), 
fo ift (mä) 95) Mi < ^ (w), otfo ift u^ mä) 90 berf(]^ieben Don 
jI^ (m), b. ]&. . 

y. ba§ ©lement Wi bon Z7 ift nid^t in t (U) entl^älien. 
ajJit^in ift t (U) ein echter J^eil bon U, unb folglii!^ ijt U mä) 
64 ein unenblid^eS ©Aftern. SSejeid^nen mir nun in Ueberein» 
ftimmung mit 44, wenn V irgenb ein 2l^eil oon ü ift, mit ^o ( V) 
bie ber 9lbbilbung if entft)re(|enbe Jlettc öon V, fo moBen toir 
enblid^ woä) jeigen, bafe ' 

ß. u=M^i) 
ift. 3n ber S:^at, ba jebe fold^e Äette fo (F) infolge i^rer ©efini« 
tion (44) ein SEl^eil be§ burd^ f in fic!^ felbft abgebilbeten ©^ftemS 
ü ift, fo ift felbftberftönblid^ ^o (wi) 3 i7; umgefe^rt leu(i^tet auS 
45 junäci^ft ein, ba$ baS in ü" enthaltene glement Wi gemi^ in 
1^0 (%) entl^alten ift; nehmen loir aber an, e§ gebe glemente bon 
ü, bie ni(i^t in ^o(wi) entl^alten finb, fo muß e§ unter il^nen 
nad^ 96 eine fleinfte Qa^l w geben, unb ba biefelbe nati) im eben 
©efagten t)erf(i^ieben bon ber Heinften Sal^l Ui be§ ©^ftem§ D ift, 
fo mu^ e§ nad^ 117 in U anä) eine S^i^l ^ geben, weld^e näd^ft 
fleiner al§ w ift, »orauö jugleid^ folgt,. bafe w = t (v) ift; ba 
nun V <:w, fo mu^ v jufolgc ber Definition bon w getoi^ in 
^0 (%) entl^alten fein; l^ietauS folgt aber m^ 55, ba^ aud^ t (t^X 
alfo «<; in ^o (^i) entl^alten fein mu^, unb ba bie§ im SBiberfprud^ 
mit ber Definition bon w ftel^t, fo ift unfere obige ^Innal^me un« 
julöffig; mitl^in ift Z79i^o(wi) unb folglid^ aud^ U=:i>o(ui), 
n>ie bel^auptet mar. 9lu3 a, /J, y, * gel^t nun nad^ 71 l^erbor, bap 
U ein burd^ ^ geotbnete§ einfad^ unenblid^eS ©Aftern ift, m. j. b. m. 
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123. (Saj. Sufolgc 121, 122 i[t itgenb ein %^t\t T bet 
3Q]^Ientei]^e N enbli^ ober m\ad) nntxiblii) , je no^bem e§ in T 
eine größte 3o^l 9*^^* ^^^^ ^W fli^t- 

Definition einet Slbbilbung ber Sal^lenreil^e burij^ 

Snbuction. 

114. Bit bejeii^^nen au$ im fjolgenben init Heinen lQteinij(|en 
Sutj^ftoben 3ttl^Ien unb beizeiten übetl^au})! oHe Sejeid^nurtgen bet 
öot^etgel^enben §§.6 bi§ 8 bei, wäl^tenb Sl ein beliebiges Softem 
bebeutet, befjen glemente nid^t notl^menbig in N entl^alten ju fein 
btauci^en. 

125. @a§. 3ft eine beliebige (äl^nli(i^e obet unöl^nlid^e) 9lb« 
bilbung 6 eines S^ftemS Sl in fid^ felbft, unb aujsetbem ein be^ 
ftimmteS Clement (o in Sl gegeben, fo entfptici^t jebet SaijH n eine 
unb nut eine Slbbilbung tn be§ jugel^ötigen, in 98 etflätten 3ö^Ien= 
f ^ftemS Zn, toAä)t ben Sebingungen *) 

IL tn{l) = CO 

III. tn (<') = Oifn (fy toenn t < n, genügt, jdo ba§ S^i^^tt 
ö ^n bie in 25 ongegebene SSebeutung ^at 

Semeis but(3^ boDftönbige 3nbuction (80). Denn 

Q. bet ©a^ ift toaffx füt n= 1, 3n bi^fem güDe -befielet 
nftmlicj^ naä) 102 bas ©Aftern Zn ouS bet einzigen 3^^! 1 , unb 
bie ^bbilbung ti ift ballet fc^on butd^ II 't)oDftänbig unb fo befinltt, 
ba^ I etfüflt ift, mä^tenb III gänjUd^ tb^gfäflt. 

ö. 3ft bet @ü^ n)a]^t füt eine 30I&I n, fo jeigen mit, bofe et 
au(i^ füt bie folgenbe Qaf)l p =^ n' gilt, unb jmot beginnen mit 



*) ^er ^etttlt4!eit toegen l^abe id^ |ter unb im folgenben <Ba%t 126 bie 
^ebtngung I be{onberl angefülirt, o6mo|l fie eigentlich f^on eine gfolge non 
II unb III ift. 

3 
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mit bem Slqc^ioeife; baß eS nur «ine einjige entfpre(!^enbe ^{i6i(bung 
^p be§ @9[tcm§ Zp geben !ann. 3n ber St^ot, genügt eine 3lb* 
bilbung ^p ben Sebingungen 

IV. t^(l) = a) 

Iir. % {m') = tp W/ tDenn m <:p, \o ift in il^r 
md) 21, meü ZniZ^ i[t (107)/ anä) eine 2lbbilbung bon Zn ent« 
galten, meldte offenbar benfelben Sebingungen I, II, III genügt 
tt)ie tn, unb foIgli(]^ mit tn gänjlid^ übereinftimmi; für alle in 
Zn entl^altenen, oljo (98) für afle gal^Ien m, bie < i>, b. 1^. ^ w 
finb, ntu& ba^er 

jein, tt)orau§ al§ bejonberer gfall auc^ 

^P W = tn (w) (w) 

folgt; ba ferner i? nad^ 105, 108 bie einjige nid^t in Z„ entl^altene 
3al|I be§ S^ftemö Zp ift, unb ba nad^ IIF unb (n) aud^ 

fein mu^, fo ergiebt fid^ bie Slid^tigfeit unferer obigen Sel^aupiung, 
ba^ es nur eine einjige, ben SSebingungen V, W, UV genügenbe 
Slbbilbung % be§ S^ftemö Zp geben fann, meil t^p burd^ bie eben 
abgeleiteten Sebingungen (m) unb (p) öoüftänbig auf ^« jurürf« 
gefül^rt ift. SBir l^aben nun.ju jeigen,.bap umgefe^rt biefe burd^ 
(m) unb (p) üoUflänbig beftiuimte Slbbilbung tp be§ ©pftemS Zp 
\mll\^ ben 3Jebingungen T, IF, III' genügt. Offenbar ergiebt fic^ V 
üu§ (m) unb {p) mit 9iüdtftd)t auf I unb büvauf, baß d(£l)iSl 
ift. ebenfo folgt ir ai\§> {m) unb II, meil bie 3a^l 1 nad^ 99 
in Zn enthalten . ift. S)ie 3lid&tigleit t)on Ur folgt junä^ift für 
biejenigen 'S^fjkn m, meldte < n finb, au§ (m) unb III, unb für 
bie einjige nod^ übrige Sal^l m =i= w ergtebt fie fid^ au§ (p) unb (n). 
hiermit ift öoflftönbig bargeli^an, ba^ au§ ber ©ültigfeit unfereS 
©a^e3 für bie 3a^l ** immer aud^ feine ©ültigfeit für bie folgenbe 
Sctf)l i> folgt, m. j. b. m. 
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126. ©ö^ bcr Definition but^ "Snbuction. 3fi eine feeliebige 
(äl^nlid^e ober unäl^nlid^e) Slbbilbung ö eine§ ©^[temS ß in jid^ 
felbft, unb aufeerbem ein befttmmte§ Clement cj in ß gegeben, jo 
giebt e8 eine unb nur eine 9lbbilbung ^ ber S^l&lenteil^e N, ml^e 
ben aSebingungen 

IL 1/; (1) = (0 

IIL ^ (w') = ö 1^ (n) genügt, mo n jebe 3^51 bebeutet 

SJeroeiS. ®a, tt)enn eö mirflid^ eine fold^e Slbbtlbung ^ giebt, 

in xfft naif 21 aud^ eine ?libbilbung ^n be§ ©^ftem§ Zn entl^olten . 

ift, todä)t ben in 125 ongegebenen Sebingungen I, II, III genügt, 

fo mufe, meil es fietS eine unb nur eine foI($e 3[bbilbung tn giebt, 

notl^menbig 

^ («) = ^„ (n) (w) 

fein. 3)a l^ierbur^ V^ boßftönbig beftimftit ijt, jo folgt, ba^ e§ ou^ 
nur eine einjige fold^e Slbbtlbung t geben fann (öergL ben ©d^Iu^ 
t)on 130). Sofe umgefe^rt. bie burc^ (n) beftimmte 3lbbilbung t 
QUd^ unferen Sebingungen I, II, III genügt, folgt mit 8ei(j^tig« 
feit au§ (n) unter Serüdfid^tigung ber in 125 bemiefenen @igen« 
fd^aften I, II, unb (p), m. j. b. to. 

127. @a^. Unter ben im öorl^ergel^enben ©a^e gemachten 
Sorouäf e^ungen ift 

tt)o T irgenb einen Sl^eil bcr 3o^lenreil^e N bebeutet. 

»emeis. J^enn wenn f jebe 3a^I be§ ©^)ftem§ T bebeutet, 
fo befte^t tl^{T) ou§ aßen (SIementen ^(0, unb eil^(T) an^ 
ollen Elementen Ot(t); l^ierouS folgt unfer ©o^, meil (nd^ III 
in 126) 7l^{f) = 0t(t) ift. 

128. ©o|. SSel^ält man biefelben SBorouSfe^ungen bei unb 
bejeiii^net man mit 6o bie Letten (44), meldte bcr 9lbbilbung be§ 
©^ftem§ Sl in fid^ felbft entfpred^en, fo ift 

^ {N) = 00 (cd). 

3* 
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8ett)e}&. aOSit ieigen 'iiiriä(|ft imä) öollftänbige Snbuction 

b. ^. bop jebe§ S3ilb ^ (w) aud^ 6Iemc;nt öon öo (fi>) tft 3« 
ber %ffai, 

Q. bkjer <Sa^ ift tpol^r für w = 1, tt)eil (no(^ 126. II) 
^ (1) = (o, unb toeil (nai) 4o) o^öo («) ift. 

0. 3ft,ber@a^ ttoalr.für eine ga^I w, ift alfo ^(w)^Öo(cö), 
fö ift na(|> 55 aiidd Ö (?/; W) J ö« (ci) , b. 1^. (tiac^ 126. III) 
^If {n') i 6o (tö) , oljo gilt ber ©a| mi) für bie folgenbe Saffl n', 
tt). j. 6. tt>. 

Um ferner ju bemeifen, baß jeb^S ßlement v ber, Äette Öo(ö) 
in 'i\> (N) entl^alten, bafe alfo 

ift, menben tpi): ebenfaKö bie bpflftänbige Snbuction , . nömlid^ ben 
auf^ Ä unb bie 3lbbilbung ö übertragenen ©o^ 59 an. 3n ber Sl^at, 

Q. baS ßlement o ift == ^ (1), alfo in ^ (N) enthalten. 

ö. 3ft.t' ein gemeinfqmeö ßlement ber ftette Öo(cö) unb be§ 
@l>(tem§ :?^(iV), fo ift v = t/'(w), n)o w eine 3ö^l bebeutet, unb 
hieraus folgt (nacf) 126. III) ö (v) — d.t (n) = i/^ (w'), mithin- 
ift au^ 6{v) in if'CJV) entl^alten, n). j. b. tt). 

?lu§ ben betüiefenen @ä|en ^(JV)3öo(co) unb öo(fij)^^(iV) 
folgt (nad) 5) t (N) — Ö« («), m. j.' b. m. 

129. ©a|. Unter benjelben SJorauäfe^ungen ift allgemein 

Semei§ burc^ üoüftäiibige Snbuetion 80. S:enn 

Q. %a Sa^ gilt jufolge 128 für n == 1, toeil lo.= N unb 

^(1) = CO ift. • 

a, gp. ber @a^ mal^r für eine S^l^l w, fo folgt 
^(*0*o)) = Ö(eo(!/^(n))); 
ba nun nad) 121, 7b 
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mt> noc^ 57, 126. III. 

ö (öo (V (w))) = öo (ö (V («))) = 9. (*(»')) 
ift, fo etgteBt fx^ 

b. ]^. ber @o| gilt oud^ füt bie ouf n fofgenbe S^^l »'/ »• i- b- «>• 

130. Semcriung. Seöor mir ju bcn mid^tigften Slniöcnbungen 
be§ in 126 beioiefenen @Q|e§ ber Definition burd^ Snbuctton über« 
geöen (§.§. 10 bi§ 14), öerlol^nt eS fid^ ber SKül^e, ouf einen 
Umftanb aufmerlfam ju maei^en, imä) meldten fid^ berfelbe Don bem 
in 80, ober bielmel^r f(^on in 59, 60 bemiefenen ©a^e ber Denion* 
flration burd^ 3nbuction wejentlid^ unter jd^eibet, jo nol^e au(| bie 
93ermanbt|(|aft jmifd^en jenem unb biefem ju fein f d^eint. SBäl^renb 
nämlid^ ber ©o^ 59 ganj allgemein für jebe ^ette Ao gilt, m A 
irgenb ein SE^eil eine§ burd^ eine beliebige Slbbilbung (p in fid^ 
felbft abgebilbeten ©^flemg S ift (§. 4), fo Der^ält eS ftd^ gqnj 
anber§ mit bem ©a^e 126, weld^er nur bie ß^enj einer ttjiber« 
fprud^§freien (ober einbeutigen) Ibbilbung ^ be§ einfad^ unenblic^en 
©pftemS \o bel^aulJtef. SBoKte man in bem le^teren ©a^e (unter 
Seibel^altung ber S3orau§je^ungen über Sl unb ö) an ©teile ber 
3a]^Ienreil^e U eine beliebige Äette Ao au§ einem fold^en ©.tiftem S 
fe^en, unb etwa eine Sbbitbung i\f bon Ao tu Sl auf äl^nlid^e 
Söeife mie in 126. II, III baburd^ befiniren, bap 

p. jebem Clement a \>m A ein beftimmte§ au^ ß.geioä^IteS 
Clement ^(a) entfpred^en, unb - 

ö. bafe für JLebe§ in A entl^altene ©iement n unb beff en Silb 
w' = ^p (w) We SSebingung ^ (w') = ^{n) gelten foD, 
fo mürbe fel^r l^äufig ber gfaß eintreten, ba| eS eine fold^e 3lb« 
bilbung ^ gar nid^t giebt, tpeil biefe 93ebingungen q, ö felb^ bann 
nod^ in SBiber jprud^ mit einanber gerotl^en förnten, menn man aud^ 
bie in g enthaltene SBa^lfreil^it öon l^ornl^erein ber Sebingung 
gemä^ befd^ränü (Sin Säeifpiel mirb gettügen, um fid^ l^ierbon )u 
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überjeugett. 3ji ba§ aus ben öerjiä^icbenen Elementen a «nb b 
beftc^enbc ©Aftern S burd^ 9 \o in f^ jelbfi abgebilbet, bafe 
a* = b, V = a mxt), jo ift offenbar a« = 60 = S; e§ fei ferner 
ba§ au§ ben berfd^iebenen ©lententen' a, ß unh y beftel^enbe 
©Aftern Ä burd^ ö fo in fid^ felbfl abflebilbet, ba^ Ö.(«) = /J, 
ö (/S) i= y, (7/), == a mirb ; verlangt man nun eine f old^e 2lb« 
bilbung t^ öpn ao in iß, bafe ^ (a) = a, unb au^erbem für jebeS 
in tto enthaltene Clement n immer ^ (w') = ö ^ (n) mirb, fo ftöfet 
man auf einen SBiberfprud^ ; benn für w =: a ergiebt fid^ i/^ (ft) 
= e(a) = ß, unb hieraus folgt für n = b, ba^ ^(a)=0(/J) = y 
fein müfete, roäl^renb bod^ 1^ (a) = a mar. 

®iebt e§ aber eine 3lbbilbung t bon Ao in iß, meldte ben 
obigen Sebingungen q, ol^ne SBiberfpru^ genügt, fo folgt auS 
60 leidet, baJ5 fie boüftänbig beftimmt ift ; benn toenn bie Slbbilbung 
% benfelben fflebingungen genügt, fo ift allgemein % (n) = V'(w), 
meil biefer @a^ iufolge q für alle in A enthaltenen Elemente 
w = a gilt, unb »eil er, menn er für ein Clement w oon Ao gilt, 
jufolge ö auc^ für beffen Silb n' gelten mu^. 

131. Um bie Tragweite unfereS ©a^eS 126 inS Sidjt ju 
fe^en, luoflen mir l^ier eine 33etrad^tung einfügen, bie aud^ für 
anbere Unterf ud^ungen , j. 23. für bie fogenannte (Sruppentl^eorie 
nü^lid^ ift. 

SBir betrad^ten ein ©^ftem Sl, beffen Elemente eine gemiffe 
SSerbinbung geftatten, in ber 9lrt, ba& au§ einem Elemente v burd^ 
6intt)irfung eines Elementes o immer mieber ein beftimmteS ßlement 
beffelben ©^ftemS ß entfpringt, meld^eS mit co . v ober v be» 
jeic^net metben mag unb im Mgemeinen bon voi ju unterfd&eiben 
ift. 5}lan tann bieS aud^ f auffaffen , bafe jebem beftimmten 
Elemente cd eine beftimmte, ettoa burd^ ß> ju bejeid^nenbe Slbbilbung 
beS ©5flemS ß in fid^ felbft entf})rid&t, infofern jebeS Slement v 
baS beftimmte S3ilb c) (v) = o v liefert. Sfißenbet man auf biefeS 
©5ftem iQ unb beffen (Slement o ben ©a^ 126 an, inbem man. 
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äugleW^ bie bort mit ö bejeid^nete Stbbilbunj bur^l » erje^t, fo 
entft)rid^t jeber 3^^! w ein be[timmtc§, in Si, cntl^ülteneä (Slement 
t^(n), -ba§ je^t burd^ böS ©^mbol o** bcjeid^net merben mag unb 
bismeilen bie nte^otenj öon o genannt mirb; bieder SSegtiff ift 
öoBftänbig ertlätt burc^ bie i^m auferlegten Sebingungen 

IL Cjl =03 
III. O*»' = OIO^ 

unb feine ßjiftenj ift bur(3^ ben ScmeiS be§ @a^e§ 126 gefid^ett. 

3ft bie obige Serbinbung ber Elemente aufeerbem fo befc^affen, 
bafe für beliebige (Slemente ^, v, co ftet§ (o(yii)== (av)^ ift, 
fo gelten aud^ bie ©ä|e 

©♦»' = Q»» CO, (O^ ß)»* = Q»» CD^, 

beren SSctoeife leidet burd^ öoDftänbige 3nbuction.(80) ju füllten 
finb unb bem Öefer überlojfcn bleiben mögen. 

®ic öorftel^enbe allgemeine SSetrad^tung läjsf fid^ unmittelbar 
auf foIgenbeS SSeifpiel anmenben. 3ft S ein ©^ftem bon beliebigen 
Elementen, unb ß ba§ jugel^örige ©pftem, bef[en ©lemente bie 
fämmtlid^en Slbbilbungen v bon S in fid^ felbft finb (36), fo laf[en 
biefe Elemente fid^ nad^ 25 immer jufammenfe^en, meil v(S)iS 
ift, unb bie au§ fold^en 9lbbilbungen v unb co jufammengefe^te 
^bbilbung cdv ift felbft toieber Clement bon ß. 35ann finb aud^ 
afle Elemente co»^ 3(bbilbungen bon 5 in fid^ felbft, unb man fagt, 
fie entfielen bur^ SBiebetboIung ber Slbbilbung o. -Söir moflen 
nun einen einfdd^en Sufammenl^ang j^erborl^eben, ber 5ft)ifd^n biefem 
»egrlffe unb bem in 44 etflärten Seigriffe ber Rette coo (^) beftel^t, 
rto Ä »ieber irgenb einen Xl^eil bon S bebeutet. Sejeid^net man 
ber ftürje l^alber baS burd^ bie 2tbbilbung cd*" erjeugte S3iß) o* {A) 
mit An, fo folgt auS III unb 26, bafe aa (An) = A^f ifl. §ier» 
aus ergiebt fid^ leidet burd^ boüftänbige Snbuctron (80), ba^ alle 
biefe ©9fteme An %f)e\k ber ff ette iOo (Ä) finb ; behn 

Q. biefe SSel^auptung gilt jufolge 50 für w = 1, unb 
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0. mm fie für eine Qa^ n gilt, fo folgt au3 55 unb au§ 
Ä^ = m (An), ba^ fie oud^ für bie f olgenbe ^qf)l n' gilt, .tt). j. b. ko. 
5)a ferner na^ 45 au^ ^^«0 (-4) ift, fo ergiebt fid^ ouS 10, ba^ 
auäf ba§ aus J. utib auS oQen SBilberu Jn iufQmmenge{e|te 
©Aftern K %ff(il öon «o (^) ift. Umgelel^rt, ba (not^ 23) a> (Z") 
aus Q (J.) = ^1 unb aus aßen ©pftemen o (An) = An', alfo 
(nad^ 78) auS allen ©^ftemen An jufammengefe^t ift, toelii^e mä) 
9 3:^eile Don K finb, fo ift (nad^ 10) (o(K)iK, b. f). K ift 
eine ffette (37), unb ba (nad^ %) AiK ift, fo folgt nad^ 47, bafe 
aud^ (Oo{Ä)iK ift. TOit^in ift (Oo{Ä) = K, b. ^. eS befte^t 
folgenber @a^: 3ft o eine ^bbilbung eines ©^ftems S in fid^ 
felbft, unb A irgenb ein Jl^eil bon S, fo ift bie ber Slbbilbung a> 
entlpred^enbe ßette Don A jufamttiengefe^t auS A unb aflen burd^ 
SBBieberl^oIung bon o entftel^enben Silbern oo» (-4). SBir empfehlen 
bem fiefer, mit bie|er 5luffof[ung einer ftette 5U ben frül^eren @ä^en 
57, 58 jurüdtjufel^ren. 

§. 10. 
S)ie Klaffe ber einfad^ unenblid^en ©^fteme. 

132. ©a^. 3ine einfad^ unenblic^en ©^fteme finb ber Sal^len* 
reil^e N unb fplglid(^ (nad^ 33) aud(^ einanber öl^nlid^. 

aSemeiS. @§ fei baS einfad^ unenblid^e ©Aftern Sl burd^ 
bie ?lbbilbung ö georbnet (71), unb eS fei o baS l^ierbei auf» 
tretenbe @runbelement oon Ä; bejeid^nen wir mit öo »ieber bie 
ber 3lbbilbung ö entfprcd^enben ftetten (44), fo gilt nad^ 71 
3folgenbe§ : 

«. e(a)iSl. 

ß. ß = öo(^). 

y. Gj ift nid^t in (Sl) entl^alten. 

d. 3)ie «bbitbung ift eine ö^nlidje. 
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Gebeutet nun t bie in 126 bcpnirtc 9lbbHbung ber 3ö^knrcil^c N, 
fp folflt am ß unb 128 sunä^ft 

unb ton l^aben ballet mä) 32 nur n0(i^ ju jetgen, ba^ ^ eine 
ä]^nli(^e ?lbbilbung ift, b. 1^. (26) bafe berjd&iebenen S^i^I^w ^, *^ 
au(]& berj(i^iebene Silber ^ (m), ^ (n) entjpreii^. 2)er Symmetrie 
megen bürfen tt)ir mö) 90 annel^men, e& fei m>n, alfo m9wo, 
unb ber ju bemeijenbe @aj !ontmt barauf l^inou§, bafe !^ (n) ni(|t 
in ^ (wj), alfo (nad^ 127) nid^t in ö ^ (n«) entl^alten ift. S)ieS 
betoeijen mir für jebe 3^^! w burd^ bonpnbige 3nbuciion (80). 
3n ber 3:^at, 

Q, biefer ©o^ gilt nod^ y für w = 1, »eil t^(l) = o, unb 
^(l,) = t^(iV^)=ßift. 

<J. 3ft ber @Q^ tüai)x für eine Sal^l n, fo gilt er oud^ für 
bie folgenbe S^^l n'\ benn ttJäre ^(n'), b. 1^. ö^(») in 6^«) 
entl^alten, fo mü^te (nad^ 8 unb 27) aUd^ ^ («) in ^ (wi) ent- 
l^olten fein, toäl^renb unjere Sttnncilöwte gerobe ba§ ©egentl^eil befogt, 
10. ). b. U). . . 

133. @Q^. 3ebe§ ©Aftern, toeldfieS einem einfad^ unenblid^en 
e#em unb folgli^ (nad^ 132, 33) aud^ ber So^Ienreü&e N ä^nlid^ 
ift, ift einfad^ unenblid^. 

SäemeiS. 3ft £1 ein ber göl&lenreil^c N äl^nüd^eö ©Aftern, fo 
giebt e§ nad^ 32 eine fold^e äl^nlid^e Slbbilbung ^ Don N, bo| 

.1. t{N) = Sl .. 
wirb; bonn fe^en ton 

IL ^(l) = ci. 
aSejeid^net mon nod^ 26 mit tß bie umgefe^rte, ebenfafl§ öl^nlid^e 
3lbbilbung öon Ä, fo entft>rid^t jebem Elemente v t)on Sl eine 
befummle S^&l ^ (v) = n, nömlid^ biejenige, beren S3ilb ^{n) = v 
ift. 3)a nun biefer Sal^l t^ eine beftimmte folgenbe 3a|I 9 (w) == < 
unb biefer toieber ein beftimmte§ ©lement ^ {n') in Sl enlfprid^t, 
fo gel^ört 5U jebem ®(emente v be§ ©^ftemg Sl awi^ ein beftimmteS 
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Clement if (w') beffriben ©^[lcm§, lm§ mir al§ 33Ub Don v mit 

ö (v) bejeid^nen lüoflen. ^ierburd^ ift eine Slbbilbung ö öon ß in 

fic^ felbft öoflftänbig bepimmt *), unb um unjeren @a^ ju bemeifen, 

moHen mir jeigen, bafe .ß burd^ al§ einfad^ unenbli(^e§ ©Aftern 

georbnet ift (71), b. ^. bafe bie in bem S3emei|c öon 132 angege« 

benen Sebingungen a, ß, y, * Jämmtlid^. erfüllt finb. S^nöd^ft 

leud^tet a aus ber 5)efinition öon unmittelbar ein. 2Da ferner jeber 

3al^l n ein @lement v=i}(n) entfprid^t, für tt)eId()eS (v) = t/; (n/) 

mirb, fo ift allgemein 

III. ^ (w') = if; (w), 

unb l^ierauS in SSerbinbung mit I, II, a ergiebt \\ä), ha^ bie 2lb« 

bilbungen 0,> afle SBebingungen beS ©aje§ 126 erfüllen; mitl^in 

folgt ß aus 128 unb I. ^laä) 127 unb I ift ferner 

unb ]§ierau§ in SSerbinbung mit II unb ber Slel^nlic^feit ber 9lb» 
bilbung ^ folgt y, meil fonft ^(1) in ^(iV'), alfo (nac^ 27) bie 
^affl 1 in N' entl^alten fein müpte, maS (nad^ 71. y) nid^t ber 
gall ift. SBenn enblid^ gx, v Elemente t)on Sl, unb m, n bie ent* 
f pred^cnben S0^^ bebeuten, bercn Silber il^ (m) := gi, tif^n) = v 
finb, fo folgt aus ber Slnnal^me (jü) = (v) nad) bem Obigen, 
bafe ^ (m') = ^ (n'), l^ierauS megen ber Slel^nlid^feit Don t^, 9, 
ba^ m' = w', m = w, alfo aud^ ft = 1; ift; mitl^in gilt aud^ d, 
m. j. b. m. 

134. Semerfung. 3wf<>J9^ "^^^ beiben oorl^ergel^enben @ö^e 
132, 133 bilben ade einf ad& unenblid^en ©^fteme eine Slafje im 
©inne Don 34. 3ugleid^ leuchtet mit SRüdfi^t auf 71, 73 ein, bafe 
jeber ©a^ über bie ^afjkn, b. 1^. über bie ©temente n beS burd^ 
bie 9lbbilbung 9 georbneten einfad^ unenblid^en ©^ftemS N, unb 
jroar jeber fotd^e ©aj, in meld^em öon ber befonberen Sef (Raffen» 
l^eit ber Elemente n gänjlid^ abgefe^en mirb unb nur t)on folc^en 



*) Offenbar ift ß bie naä^ 25 ou§ \p, (p, 1/' jufammenöefe^te ^Ibbilbung 



i 
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Segriffen bie Sebe ift/ bk au§ ber ?lnorbnHng fp eiitjpringen, ganj 
aDgemeine ©ültigleit aud^ für jebeS onbere biit^ eine SJbbilbung 
georbnete einfod^ uttenbliti^e ©^[tem ß unb beffen SIemente v 
bcfi^t, unb ba^ bie Uebertragung öon ^ auf Sl (j. S. ou(^ bie 
Ueberfe^ung etneS oritl^metif(^en ©a^e§ ou§ einer ©pto(i^e in eine 
onbere) bur^ bie in 132, 133 betrachtete ^bbilbung ^ gef(i^iel^t 
roeld^e iebe§ Clement n bon N in ein Clement v bon Ä, nämli^ 
in t\> (w) öermanbelt. 2)iefe§ fölentent i/ !ann man ba§ w te ßlement 
t)on Ä nennen, unb l^iernad^ ift bie 3^^^ n felbft bie wie 30I&I 
ber '^<x\)\tmz\%t N. 2)iefelbe Sebeutung, meldte bie Slbbilbung tp 
für bie ®efe|e im ©ebiete N befi^t infofern jebem Elemente n ein 
beftimmteS Clement 9 (n) = w' folgt, lommt nad^ ber bur^ ip 
bemirKen SSermanblung ber Slbbilbung ö ju für bief elben ©efe^c 
im ©ebiete Sl, infofern bem burii^ SSermanblung t)on n entftanbenen 
Elemente v = ilj(n) ba§ burd^ Sermanblung bon n' entftanbene 
Clement ö (v) = t^ (w') folgt ; man f ann bol^er mit ^eä)i fagen, 
ba^ q) hnxä) ^ in ö t)ertt)anbelt tt)irb, ma§ fid^ f^mbolifc!^ burc^ 
ö = ^9?f, ip z=:'^ dil) auäbrürft. S)urd^ biefe Semerfungen 
mirb, tt)ie ic!^ glaube, bie in 73 aufgeteilte ©rllärung beS SegrfffeS 
ber Sohlen bofiftönbig gere^tfertigt. SEßir gelten nun ju ferneren 
?lntt)enbungen be§ ©a^eS 126 über. 



§. 11. 
9lbbition ber '^a^fUn. 

135. (Srtlärung. 6§ liegt na^e, bie im ©a^ 126 bar« 
gefteüte Definition einer 31bbilbung ^ ber S^^lenreil^e N ober ber 
burd^ biefelbe bestimmten Function ^ (w) auf ben goß anju» 
menben, mo ba§ bort mit Sl bejeid^nete ©^ftem, in meld^em ba§ 
Silb '^{N) enthalten fein foH, bie Säulenreihe N felbft ift, meit 
für biefeS ©^ftem Sl jd^on eine 3lbbilbung Don Sl in fic^ felbft 
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t)orii€gt nämlid^ biejcnige Slbbilbimg (p, burd^ toAä)e N al% einfad^ 
iinenbUd&eS ©Aftern georbnct i[t (71, 73). 2)ann tpirb alfo Si = N, 
d(n) = fp(n) = w', mitl^in 

I.. tl^{N)iN, 
ttnb e§ bleibt, um t öoUftänblg ju beftimmcn, nur noc^ übrig, 
baS Clement o au§ .ß, b. 1^. ous N mä) SSelicben ju »ä^Icn. 
5lel&men mir o = 1, fo mirb ?/; offenbar bie ibentijii^e ?lbbilbung 
(21) t)on N, meil ben Sebingungen 

^(1)=1, ti; (n') = (tl^ (n)y 
aflgemetn bur(^ ^ (n) = n genügt mirb. ©oll aljo eine anbere 
3lbbilbung ^ bon N erzeugt merben, fo mufe für o eine Uon 1 
Derfd^iebene, mä) 78 in iV' entl^altene Qaijl m* gemöl^lt merben, 
mo m fc!bft irgenb eine Scl^l bebeutet ; ba bie Ibbilbnng ^ offen* 
bar öon ber SBSal^l bicfer 3o^l *w abpngig ift, fo bejeii^tten mir 
baS entfpred^enbe öilb ^ in) einer beliebigen 3ö^l ^ i^^rd^ ^<^^ 
Symbol m + w , unb nennen biefe 3fl^I ^^^ @ u m m e , meldte 
auä ber 3ö^I »^* burd^ Slbbition ber 3o^l w entfielet, ober !urj 
bie ©umme ber 3^^!^ ^^^ ♦^^ 3)iefelbe ift bal^r nad^ 126 ooß- 
ftönbig beftimmt bur^ bie Sebingungen *) 

IL m -f- 1 = *^' 

III. m 4- w' = (m + n)\ 
136. ©a^. (S§ ift m' + w = m + n'. 
Semei§ burd^ DoÜftönbige Snbuction (80). 2)enn 
p. ber ©0^ ift mol^r für n = 1, meil (nad^ 135. II) 



*) 2)ie obige, unmittelbar auf ben ©o§ 126 gegrünbete (Srflärung ber 
^bbition Idjeittt mir bie einfad^ftc ju Jein. ^it Sujic^ung be0 in 131 ent- 
»irfelten SBegriffeS fonn man aber bie ©umme m + w aud^ burc^ ^» (m) 
ober oud^ burd^ ^/W (n) befiniren, h)o ^ lieber bie obige SSebeutung l^ot. Um 
bie öoKftänbige Uebereinftimmung biefer 3)efinilionen mit ber obigen ju be? 
»eifen, braud^t mon nad^ 126 nur gu jeigen, bafe, »enn ^n (ni) ober g.m (n) 
mit V'(n) begeid^net »irb, bie S3ebingungen ^(1).= ni', i//(n') = (p\f^(n) 
erfüttt finb, »oS mit §ülfc ber üottftänbigen Snbuction (80) unter 3u3iel^ung 
Don 131 leidet gelingt. 
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m' -f- 1 = (ntj = (w + ly. 

unb (naci^ 135. III) (w + 1)' = m + 1' ifl. 

ö. 3ft bet ©a$ toa\)x für ein« 3<i^J ♦*; unb fe^t man bie 
f olgenbe 3^^! n' = p, jo ift m' ^ n = m + p, alf o anä) 
(m' + n)' = (m + p)', motauS (nad^ 135. III) m' + jp =?: m + p' 
folgt; niitl^in gilt ber ©aj ouii^ für bie f olgenbe 3fl^l i>^ to. j. b. m. 

137. ©a|. (Sä iji iw' -f w = (m + w)'. 
^er »emeig folgt öuä 136 unb 135. III. 

138. ©aj. 6§ ift 1 + n = n'. 

2}ett)ei§ burd^ Doflftänbige ^nbuction (80). ^tm 
Q. ber @Q^ ift nod^ 135. II mal^r für w = i. 
ö. ®ilt ber ©0^ für eine 3^^! w, unb fe§t man n' = p, fo 
ijl 1 4- w = j), alfo aud^ (1 + w)' =p', mithin (nad^ 135. III) 
1 + i> = p', b. 1^. ber ©a| gilt aud^. für bie f olgenbe Sa^l p, 
10. %, b. U). 

139. ©aj. 6§ iff 1 + w = w + 1. 
®er 33en)ei§ folgt au§ 138 unb 135. II. 

140. ©a§. 6§ iji w + w = w 4- w. 
Semeiö burd& boUftänbige 3nbuction (80). S)enn 
p. ber ©a^ ift nad^ 139 mal^r für n = 1. 

<J. ®ilt ber ©aj für eine 3^^! n, fo folgt barau§ aud| 
{m 4- w)' = (w + m)\ b. ^. (nad^ 135. III) m Ar n' = n ■\' m\ 
mithin (nod^ 136) m + w' = w' + w; mithin gilt ber ©a^ aiid^ 
für bie folgenbe 3p^l ^*'/ ft>« i- b. to. 

141. ©a^. 6§ ift (? + m) + n = ? + (w + w). 
5Jemei§ burd^ ooflftänbige Snbuction (80). 5)enn 

Q. ber ©aj ift ma^r für n = 1, meil^ (nad^ 135. II, III, II) 
(Z + m) + 1 = (? + m)' = 7 + m' = Z + (m + 1) ift. 

<J. ®ilt ber ©aj für eine 3^^! n, fo folgt barau§ aud^ 
{Q + m) + w)' = (7 + (m + n))', b. ^. (nad^ 136. III) 
(7 + w) + w' = i + (m + w)' = Z + (m + n'), 
aljo gilt ber ©aj audf) für bie folgenbe 3^^^ **'^ *^« i- t>. m. 
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142. @Q^. ; @§ ijt m + n> m, 

Sctt)ci§ burd^ Döflftonbige 3«buction (80). S)cnn 
Q. bcr @Q| i[t nod^ 135. 11 unb 91 tüQl^r für w = 1. 
ö. ®Ht ber ©oj für eine ^offl n, \o gilt er nad^ 95 auii^ 
für bic folgenbe Sol^I n', raeil (nad^ 135. III unb 91) 

m -\- n' •===L {m^ n)' > m -\- n 

\% xo. j. b. tt). . 

143. @aj. ®ie ©ebingungen w > a unb m + w > a + w 
finb gleid^mertl^ig. 

»emeiS burd^ Doflfiänbige 3nbuction (80). 3)enn 
Q, ber ©o§ gilt iufolge 135. II unb 94 für w = 1. 
<J. ®ilt ber ©Q^ für eine 3fl^l ^/ fo gilt er Qud^ für bie 
f olgenbe Qal^l n\ meil bie Sebingung w» + w > a + w nnd^ 94 
mit (m + n)' > (a + n)', olfo nad^ 135. III aud^ mit 

m ■\- n' > a '\- n' 
g!eid^tt)ert]^ig ift, xo, %. b. m. 

144. Ba%. 3ft m > a unb w > 6, fo ift awi^ 

m -\- n > a -\- b, 
Sett)ei§. 2)enn au» unferen 55orau§fe|ungen folgt (nad^ 143) 
m -f w :> a + w unb n ~{- a>h + a ober, tt)a§ nad^ 140 bQ§» 
felbe ift, a 4- ^ > ö + &/ lüorauS fid^ ber @q| nad^ 95 ergiebt. 

145. ©aj. 3ft m -{- n = a-^- n, fo ift tw = a. 
Semei§. S)enn tt)entt m nid(|t = a, alfo nad^ 90 entmeber 

m > a ober w <: a iff, f o ift nac^ 143 entfpred^cnb w + w > öj -f- n 
ober m + n <z a -{- n, aljo fonn (nad^ 90) m -|- n gewiß nid^t 
z= a + n fein, m. j. b. m. 

146. ©Q^. Sft Z > w, fo giebt e§ eine unb (nad^ 145) nur 
eine 3«^! W/ tt)eld^e ber SBebingung m -\- n = 1 genügt. 

Seroeiä burd^ öoflftänbige ^nbuction (80). S)enn 
p. bet ©0^ ift mal^r für w = 1. 3n ber 3:i^Qt, menn l > 1, 
b. ]^. (89) menn l m N' entl^olten, alfo bnS- S3ilb m' einer S'i^I 
m ift, fo folgt au§ 135. II, ba j Z = m -f 1 ift, m. j. b. m. 



47 

a. ©ilt bet ©Q^ für eine g^^l w, jo jeigcn mx, ba| et au(^ 
für bic folgcnbc 3<JÖ1 **' 9^*- 3" ^^^ 2:^öt, toenn l > w' ift, |o 
iji nQ(i(| 91, 95 au(i^ l > w, unb folgUdö flieW c§ eine Sö^^^ *^' 
meldte ber SebingungZ = Tc -\- n genügt; ba biefelbe mä) 138 
üerfd^ieben Don 1 ift (roeil fonft l = w' wäre), jo ift fie mä) 78 
bo§ Silb m' einer 3öW ^f unb foIgIi(| iji ü = m' + w, olfo mä) 
136 Qud^ Z = w + n', 10. j. b. m. 

§. 12. 
^Kultiplication ber S^l^Ien. 

. 147. ßrllärung. 9?a<](|bem im borl^ergel^enben §.11 ein un= 
enbIi(]Öe§ ©Aftern neuer Slbbilbungen ber göi^Ienreil&e N in fid^ 
jelbft gefunben ift, fann.man jebe berfelben naä) 126 mieber be» 
nu^en, um abermals neue Slbbilbungen t Don N }u erzeugen. 
3nbem man bafelbft Sl = K, unb ö (w) = m -f t^ = n + m 
fe^t, IDO m eine beftimmte ^af)l, mirb iebenfaHS mieber 

I. i^(N)iN, 
unb e§ bleibt, um ^ ooHpänbig ju beftimmen, nur nod^ übrig, ba§ 
Clement o au§ -N' nad^ SJdieben ju mäl^Ien. 2)er einfod^fte gad 
tritt bann ein, wenn man bieje Söal&l in eine gewifje Ueberein» 
ftimmung mit ber Söal^I oon bringt, inbem man cd = m fejt. 
^a bie l^ierburii^ ooOftänbig beftimmte Slbbilbung i^ Don biefer 
3a]&l m ablängt, fo bejetd^nen mir ba§ entfprec^enbe iBilb Xn) 
einer beliebigen ^ai)l n burd^ ba§ ©^mbol w x w ober m.n ober 
mn, unb nennen biefe 3ö^l baS^^robuct, meld^eä au§ ber 3,a^I 
m burd^ 5D?uIti|}Iication mit ber '^oi^X n entfielet, ober fur5 
ba§ ^robuct ber 3"^!^« ^^ ^* ^ojfelbe ift bal^er nad| 126 Doli- 
ftänbig beftimmt burd§ bie SSebingungen 

II. m . 1 = m 

» 

III. mn' = mn -\- m. 
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148. ©öj. @S ift m'n == mw + w. 

53elt)ei§ butd^ öoDflänbigc Snbuction (80). Senrt 
9. bcr @Q§ ift na^ 147. II unb 135. II toaf)x füt « = 1. 
<J. ®Ut ber @a| für eine ^ixf)l n, fo folgt 
m'w + m' = (ww -|- w) + w' 
unb hieraus (nac^ 147. III, 141, 140, 136, 141, 147. III) 
m^n' = mn -^ (n -\- ni) = mn + (w' + n) 
z= mn '\' {m -{- n*) ==z (^mn -\- m) + n' == mn* -{- n*\ 
alfo gilt ber ©aj au^ für bte folgenbe '^oüfi, n', m. j," b. m. 

149. @o|. es ifl l.n = n, 

Semei§ but^ öoJIflänbige 3(nbuction (80). ®enn 

Q. ber ©Q^ ift nad^ 147. II mol^r für n = 1. 

6. ®«t ber So^ für eine 3o^l w. fo folgt 1 . n + 1 = » + 1, 

b. ^. (nadö 147. III, 135. II) 1 .n' = w', olfo gilt ber @a^ auc^ 

für bie folgenbe Sai)l n', ro. j. 6. m. 

150. ©a^. 6ö ift mn = nm. 

SemeiS burc^ DoHftänbige Snbuetion (80). 5)enn 
p. ber ©oj gilt m^ 147. II, 149 für w = 1. 
<5. ®ilt ber ©a^ für eine 3^51 w, fo folgt 

mn -\- m = nm + m, 

b; 1^. (na(^ 147. III, 148) ww' = n'm, alfo gilt ber ©o| aud^ 

für bie folgenbe ^af)l n\ w. j. b. m. 

151. ©Q§. es ift 1 {m + w) = Zw + ?w. 
Semeis burd^ öoflftänbige 3nbuction (80). 2)enn 

p. ber ©0^ ift mi^ 135. II, 147. III, 147. U too^r für 
w = 1. 

ö. ®ilt ber ©0^ für eine 3a^l n, fo folgt 

7(m + w) + ? = (?m + In) + ?; 
nad^ 147. III, 135. III ifl über 

l{m-\-n)-\-l=il{tin-\- n)' = l{m -\- w'), 
unb nad^ 141, 147. III ift 

Qm + U) + ? = ^w + Qn + ?) = ?m + ln\ 
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mithin ift / (m + n') = iw rh In', b. 1^. bet &a^ gilt ou^ ffit 
bic folgenbe 3o^t n\ w. j. b. tt). 

152. Saft, es ift (w 4- w) Z = w^I + w7. 
S)cr S3ett)ct§ folgt äuS 151, 150. 

153. ©a|. e§ ift (Iw)w = Z(w»). 

S3ett)ri§ bur$ t)onpTilHge 3nbuction (80). S)cntt 
p. bet ©aj gili nQ(i^ 147. II für w = L 
0. ®ilt ber ©a^ für eine 3al&I n, fo folgt 
(Zw)^ -{-Im r= l(mn) -\- Im, 
b. ^. (na(i^ 147. m, 151, 147. III) . 

(l,m)n' = l(mn + m) = limn!), 
alfo gUt ber @oJ a\xä) für bie folgenbe Sol^I n', tti. j. b. lo* 

154. Semerfung. |)ätte man in 147 feine aSejiel^ung jmif^en 
c9 unb angenommen, fonbern o = ä, 0(w) = m + w gefegt, 
fo toürbe l^ierauS mä) 126 eine weniger einfädle 9lbbUbung t ber 
3fl^Ienreil^e N entftanben fein; für, bie Qaffl 1 lüürbe ^(1)= h 
unb für Jebe anbere, alfo in ber gform nf entl^oltene Qa^ mürbe 
^(n') = mw -|- fc; benn l^ierburc!^ tPtrb, moDon man fid^ mit 
3ujie^ung ber Dortjergel^enben ©ä^e leiti^t. überjeugt, bie 93ebingung 
^(«') = et(n). b, ]^ if(n') = m + t(n) für cDe Sagten n 
erfüDt. 

§. 13. 
^ötenjirung ber 3öl^Ien. 

155. grflörung. SBenn. man in bem- ©a|e 126 tüieber 
Sl =2 N, ferner o = a, (w) — .a w =, w a f e^t, f o entfielet eine 
Slbbilbung V^ öon N, meldte abermals ber Sebingung 

genügt ; baS entjprec^nbe 99ilb t (n) einer beliebigen 3ö^I ^ b^» 
seidenen mir mit bem ©pmbol a", unb nennen bieje 3^^! eine 
^otenj ber S9ofi§ a, toöl^renb n ber gjponent biejer ^otenj 

4 
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Dött ä ^eißi %\t\n Segriff ift ba^er bonftänbig beftimmt burd^ 
bie 33cbingungen 

II. ai = a 
III. a"' = öt . a^ == a^ .a. 

156. @a^. gS i[t «»« + »» = «»«.a«. 

S9emei§ bur(^ öpÜftänbige.Snbuction (80). 3)enn 
Q. ber SaJ gilt na<i^ 135. II, 155. III, 155. II für n = l. 
<J. &\U ber @o^ für eine S^¥ '^h fo folgt 

a^^*^.a = (a*'*.a*»)a; 

Ttaci^ 155. III, 135. III ift aber a»» + «.a = a(^ + »»>' = a»»»^"', 

unb noci^ 153, 155. III ift (a'^.a»») a = ct^Xa^'.a) = a'^.a«'; 

mithin ift a»" + "' = a*»» . a»»', b. ^. ber ©a^ gilt mic^ für bie 

folgenbe ^af)l n\ m. j. b. m. 

157. ©a^. g§ ift (a»")»» = a*"^ 

a3emei§ burt^ boflftänbige 3nbuction (80). 5Denn 
p. ber ©a| gilt nod^ 155. II, 147. II für i« = 1. 
ö. ®ilt ber ©0^ für eine 3^^! Wv fo folgt 

nu(i^ 155. III ift aber (a»»)»».a*» = (a"»)»*', unb nad^ 156, U7. III 
ift a»" *»,»'" = «'"*» + »» = a*»*»'; mitl^in ift («»»»)♦•' = a*«*»', b. 1^. 
ber ©a^ gilt aud^ für bie folgenbe 3^^! ^V n>. j. b. tt). 

158. ©a^. 6§ ift (ahy = a*" .b^. 

Semei§ burd^ Dollftänbige ^nbuction (80). 2)enn 

(). ber ©a| gilt nad^ 155. II für n = 1. 

(J. ®ilt ber ©o^ für eine 3n^' ^' jo* folgt nad^ 150, 153, 
155. III aud^ (aby.a = a (a» . J»») = (a . a»») l*» =±= «»*' . 6\ nnb 
t)ierau§ ((a 6)«. a)ft = («»»'.&»») j. ^^^ 153^ 155^ m jp Qf,er 

((a i)»» . a) 6 = (a &)^ . (a 6) = (a 6)"', unb ebenfo 

(a*»' . 6«) 6 =T a*»' . (&♦» . b) = a*"' . &»»' ; 
mitl^in ift (a by = a*»' . 6»»', b. i). ber ©a|^ gilt aud^ für bie 
folgenbe 3^^ ^'^ ^- ä- l>- »). 
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• §. 14. 
Injol^l ber Elemente eines enbUc^en ©^[tems. 

159. ©a|. 3jt 2 ein unenblid^e§ @^[tetn, ]o ift jebe§ ber 
in 98 ertförten 3Q^Ien^ftcme Zn ö^nlic^ abbilbbor in 2 (b. f). 
ö]^nli(i^ einem Sl^eilc öon S), unb uingefei^rt. 

S3etDei§. ^SBenn 2 unenblic^ ift, fo giebt e§ nad^ 72 gemip 
einen Xl^eil T öon 2, melii^et einfad^ unenbli(i|, alfo noci^ 132 ber 
Säulenreihe N äfjnWäi ift, unb folglid^ ift nad& 35 iebe§ ©Aftern 
Zn al§ Sll^eil öon ^ au(]^ einem 3:]§eile bon T, <iIfo aud^ einem 
2:^eile bon 2 öl^nlid^, tt). j. b. m. 

®er Sen)ei§ ber Umfel^rung — fo einleud^tenb biefelbe er- 

fd^einen mag — ift umftänblid^er. Sßenn jebeS ©^ftem Zn äl^rilid^ 

abbilbbar in 2 i|i, fo entjprid^t jeber 3öl&I n eine föld)e öl^nlid^e 

3lbbilbung a„ Don Zn, bafe an(-Z'n)^2 tüirb. 9lu§ ber %iftenj 

einer fold^en, al§ gegeben onjitfel^enben Seilte Don 3lbbilbungen «n, 

über bie ober tüeiter 9lid^t§ borau§gef e^t tüirb , leiten mir junädtift 

mit ^ülfe be§ ©a|e§ 126 bie ßjiftenj einer neuen SReil^e bon eUn 

jolij^en 9lbbilbungen tn ab, meldte bie befonbere (Sigenfd^aft befi^t, 

bofe iebeSmoI, menn m^n, aljo (ttad^ 100) Z^^Z» ift, bie 

Slbbilbung t„» be§ 5El^ei(e§ Z« in ber "2lbbilbung t/^n bon Zn ent= 

^^alten ift (21), b. ^. bofe bie abbilbungen ^^, unb ^n für afle 

in Zn» entl^altenen S^öIen gänjlid^ mit einonber übereinftimmen, 

aljo Qud^ ftet§ 

^„,(m) = 'tlfnivn) 

mirb. Um ben genannten @a^ biejem 3iele gemäp anjumenben, 

berftel^en mir unter ß baSjenige ©^fiem, beffen Elemente alle über= 

]^aut)t möglid^en öl^nlid^en 9lbbilbungen aller ©^teme Z« in 2 

finb, unb befiniren mit §ülfe ber gegebenen, ebenfalls in Sl ent= 

l^altenen Elemente «n auf folgenbe SQßeife eine Slbbilbung ö bon Ä 

in fid^ felbft. 3ft ß irgenb ein Clement bon ß, alfo j. S8. eine 



52 

ä]|nli<j^c 9lbbilbung beö bcftimmtcn @9ftem§ Z» in S, fo tonn 
baS ©tiftem ce«.(Z«0 wi#t ä^eU tjon ß(Zn) fein, mcU fonft Z„. 
md) 35 einem Steile Don Z„, aljo na(3& 107 einem eij^ten Steile 
feinet felbjl äl^nlid^, mitl^ln nnenblid^ wäre, tt)a§ bem @a|e 119 
lüiberfpred^en njßtbe; e8 giebt ballet in Z«^ fletoi^ eine ga^I ober 
öerf^iebene Sal^len p ber Slrt, ba| ««'(jp) mä)i in /3(Z«).ent* 
l^alten ift; öon biefen Qdfjlm p mälilen wir — nur um etttw§ 
SeftimmteS feftjufe^en — immer bie üeinfte Tc (96), unb befiniren, 
ia Zn* naiäjf 108 au§ Z„ unb n' jufammengefejt ift, eine ?lb» 
bilbung y ijon-Zn- bobur(^, bafe für afle in Zn entl^aüenen S^^^en 
m böö Silb y(m)== /3(w), unb au^crbem-y(w') = «„»(fc) fein 
foß; biefe, offenbar ä]^nli(!^e,*2lbbilbung:y t)on Zn' in 2 feigen xoxt 
nun da ein 33ilb ö(^) ber 3lbbiibung ß an, unb l^ierburdj) ift 
eine «bbUbung Ö beS @9ftemä, Ä . in fi^ felbft üoflftänbig bcfinkt 
5Rad&bem bie in 126 genannten S)inge Ä unb Ö -beftimmt finb, 
Wül^len mir enblid^ für ba§ mit ». bejeid^nete ßlement öon Sl bie 
gegebene Slbbilbung «i; l^ierburc^ ift nad^ 126 eine ^bbübung ^ 
ber 3ö^Ienrei!^e ^ in Ä beftimmt, meiere, menn wir baS iuge^örige 
S3ilb einer beliebigen 3ö^I ** ^i^* "^it ^(»), fonbern mit ^« be= 
jeiij^nen, ben Sebingungen 

IL ^j = «j 

IIL *H'=Ö(!^'n) 

genügt. S)urd^ öottftänbige 3nbuctiott . (80) ergiebt fid^ iunöd^ft, 
baß i^tt eine äl^nlici^e Slbbilbung bon Z^ in 2 ift; benn 

9. bie§ ift infolge II »al^r für w = 1, unb 

6. toenn biefe Sel^auptung für eine göl^l n jutrifft^ jo folgt 
au9 tu unb a\x% ber IBrt beS oben bef^iebenen UebergangeS 
Don /S ju y, ba^ bie SJel^auptung auc^ für bie folgenbe 3^^I ^' 
gilt, xo. %. b. nr. hierauf betpeifen wir ebenfallä burd^ boWftänbige 
Snbudion (80), ba^, wenn m irgenb eine ^oAli ift, bie oben ün* 
ge!ünbigte ©igenfdiaft 
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toirtlid^ aßen 3«^^« ^ jufommt, tocld^c ^ m ftnb; alfo.no^ 93, 
74 ber ifctte Wo angel&ören; in bet Sl^ot, 

p. bicö lenktet unmittelbar ein füi* w = w, unb 

0, toenn bieje giflenj<]^aft einer 3<^^I '^ julommt, fo folgt 
tt)ieber üu§ III uhb ber Sej«j^affen]&eit bon 6, ba^ fie auäf hex 
3al^l n' jufommt, to. j. 6. m. 9?a(!^bem aud^ biefe befonbete 
(£iflenj(i^aft unjerer neuen Kei^e öon 3lbbi{bungen ^n feftgefteüt i[t, 
fönnen toir uuferen ©o^ leidet beweifen. 2öir befiniren eine %i» 
bilbung x ber !^ai)Unx^\f)t N, inbem n)ir jeber S^^ ^ ^^S Silb 
x{n) = ipn(n) entjpreii^en laffen; offenbar .finb (naci^ 21) afle 
9lbbilbungen tn nt biefer einen Slbbilbung % entl^alten. S)a tn 
eine ?lbbilbung öon Zn in 2 toar, fo folgt junäd^ft; ba| bie 
3al^Ienrei]&e N t>nx6) % ebenfafl§ in 2 abgebilbet n)irb, alfo 
X (N) i 2 ift. ©inb ferner m, n J)erf(i^iebene 3ö^Ien, fo barf man 
ber Symmetrie megen mi^ 90 . annel^men, eS fei m <zn\ bann ift 
nad^ bem Obigen x W = tm (m) = *« (m), unb x W = tn (n); 
ba aber tn eine öl^nlid^e Slbbilbung uon Zn in 2 mar, unb m, n 
öerfdiiebene Elemente t)on Zn finb, fo ift #^«(m) Derfd^ieben öon 
^n (w); alfo aud^ x W öerfd^ieben oon x W/ ^- %* X iP ^^"^ öl^n« 
lid^e ^Äbbilbung öon j^. 2)a ferner jV ein unenblid^eS Softem ift 
(71), fo gilt na^ 67 baffelbe.öon bem i^ SfixAvfyxL Softem 
x{N) unb nad(^ 68; meil x(^) 3:^eil öon 2 ift. aud^ öon 2, 
m, j. b. m. 

16(L @a|£ @tn Softem 2 tft enbli^ ober unenblid^, je 
no^bcm e§ ein \^m ä^i^d ©)#em Z» gtebi ober nid^ gtd&i 

Semei^. äSenn 2 enbli^ ift, fo gieH e§ im^ l&ft ©Qfleme 
Zn, meldte nid^t ä]^nli(ä& abbilbbar in 2; ftnb; ba nad^ 102 ba§ 
©9ftem Zi auä ber einjigen 3a^l 1 beftel^t unb folgItd> in iebem 
©^fteme ä^nlid^ abbi(bbar ift, fo mup bie Ileinfte 3a^l Tc (96), ber 
ein in 2 nid^t ä^nlid^ abbilbbare« Softem Z^ entf})rid^t, öerfd^ieben 
öon 1, alfo ;(nad^ 78) = w' fein, unb ba n < w' ift (91), fo 
giebt e§ eine äl&nlid^e 2lbbilbung ^ öwt Z« in 2; löäre nun 
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ifiZn) nur ein tä)tex %i)exl bon V, gäbe e§ al\o ein glement a 
in 2, tt)e%§ nicl^t in i^(Z„) entl^alten ift, fo fönnte man, bo 
Zn' = M {Zn, n') i[t (108), bie[e ^Ibbilbung i^ ju einet äi^nlici^en 
?lbbilbung i^ bon Zn' in il ermeilern, inbem man i>{ft!) = a 
\i%k, mäl^renb bo<3^ naci^ unserer Slnnal^me Zn' ni(3^t ä^nlici^ ab= 
bilbbar in 2 ift. 3Kit^in ift if'(Z„).= N], b. 1^. Z^ unb v finb 
äönli(]^e ©^fteme. Umgefefirt, toenn ein ©tiftem S einem ©^[teme 
^ ä^nlidi ift jo ift S no(i) 119, 67 enbli(i^, m. j. b. it). 

161. grtlörung. %i S ein cnblid^e§ ©Aftern, jo giebt e^ 
nad^ 160 eine, unb nac!^ 120, 33 nuci^ nur eine einjige goi^I n, 
meld^er ein bem ©^fteme ^ äl)nlic^e§ ©Aftern Z^ entfprid^t; biefe 
3a]^l n ]^ei$t bie 3Injal^I ber in S enthaltenen Elemente (ober aud^ 
ber ®rab be§ @t)ftem§ S), unb man jagt, 2 befleiße au§ ober fei ein 
Softem bon n Elementen, ober bie 3<^^l ** gebe an, mie biele Sk= 
mente in S entl^alten finb *). SBenn bie 3oI)Ien benu^t merben, um 
biefe befkimmte (Sigenfc^aft enblid^er ©pfteme genou au§jubrüden, fo 
l^ei^en fie ßarbinaljal^len. ©obalb eine beftimmte öl^nli^e 2lb= 
bilbung ^ be§ S^fiemS Z« gemä^It ift, bermöge xoAi^a ii>{Zn) = y, 
mirb, fo entfprici^t jeber in Zn enthaltenen 3ö^t w* (b. 1^. jeber ^aljl m, 
totlijt ^ n ift) ein beftimmte§ (Clement i/;(m) be§ ©^ftem§ 2, 
unb rücftt)ärt§ entjl)ri(i^t waii 26- jebein (Slemente bon 11 burd^ bie 
umgete^rte 3lbbilbung ^ eine beftimmte 3o^l ^ in ^n- ©e^t oft 
bejieid^net man alle Elemente bon 2 mit einem einjigen Su<i^ftaben, 
j. .53. a, bem man bie unterfc^eibenben 3^^Ien m al§ 3eiger an= 
l^ängt, jo ba^ ^ (m) mit a^ bejeidjnet mirb. üötan fagt au(^, 
biefe Elemente feien gejäl^It unb burci^ i^ in beftimmter SBeife 
georbnet, unb nennt «,« ba§ mte (SIement bon V; ift m <Zn, 
fo l^ei^t (K„,f ba§ auf «m folge nbe ßlement, unb «^ l^eißt baö 



*) 2)cr 2)eutUÄ|fcit unb ©infod^l^eit tocgen bcjc^tän!en njiv im goIö«nben 
bcit ^Begriff ber ?lnjal^l burci^ouS auf cnbUcä^e ©^ftetnc; toenn tuir bol^er öon 
einer ^n^al^I Qetoijfer ^ingc ]pxeä)en, jo fott bamit immer fd^on auSgebrücft 
jetn, bofe ba§ ©^flem, beflen Elemente biefe ^inge finb, ein enblid^eS ift. 
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Ic^te Clement. Sei biefcm 3^^!^» ^^^ ßlcmente tretm bal^r bie 
3a^len m wieber al§ DtbinaljQl^Ieit auf (73). 

162. ©a|. 9lDe einem enblici^en ©^fleme ä^nlid^en ©^[teme 
befi^en biefelbe Slnial^l tjon (Elementen. 

®er S9ett)ei§ folgt unmittelbar äu§ 33, 161. 

163. ©a^. S)ie SCnjal^l ber in Z„ entl^altenen , b. ^. ber* 
ienigen 3^^!^^/ xoel6)e ^ n finb, ift n, 

»en)ei§. SDenn nadö 32 ift Z„ fid^ felbft ä^nlici^. 

164. ©a§. Seftel^t ein ©^fiem au§ einem einzigen ©lement, 
fo ift bie ^Inja^l feiner Elemente = 1, unb umgefel^rt. 

S)er SemeiS folgt unmittelbar an^ % 26, 32, 102, 161. 

165. ©a^. 3ft T ed^ter S^eil eines enblid^en ©^ftemS S, 
fo ift bie Slnjal^l ber Elemente t)on T Heiner, al§ biejenige ber 
(Elemente üon ^. 

S3ett)ei§. ^ad^ 68 ift T ein enblid^eS ©t)ftem, alfo ä^ntic^ 
einem ©^fteme Z„,, mo m bie 3fnja^I ber Elemente t)on J be? 
beutet; ift ferner w bie 3lnjol^I ber (SIemente t)on S, alfo 2 
öl^nlid^ Z„, fo ift T nad^ 35 einem ed^ten Sl^eiJe E Don Zn 
äl^nlid^, unb nad) 33 finb auc^ Z^ unb -E einanber äl^nlid^; toäre 
ttun w ^ m , alfo Zn^Z^, f o märe -B nad^ 7 aud^ e^ter SEl^eil 
Don Z„,, unb fotglid^ Z^ ein unenblid^eg ©^ftem, maS bem ©a^e 
119 miberf prid^t ; mitl^in ift (nad^ 90) m < w, m. j. b. m. 

166. ©a^. 3ft r= Jt (B, y), mo JB ein ©t)ftem t)on w 
©lementen, unb y ein nid^t in B ent^ltene§ ßlement öon F be« 
beutet, fo beftel^t r aw^i n' glementen. 

Semei». 2)enn menn B = ii){Zn) ift, mo i/^ eine äl^nlid^e 
«bbilbung t)on Z« bebeutet, fo läpt fid^ biefelbe nad^ 105, 108 
ju einer ä^nlid^en 31bbilbung il; Don Z„. ermeitern, inbem man 
^ W = 7 ff|t unb jmar mirb f {Z^') = r, m. j. b. m. 

167. ©a|. Sit y ein Clement eine§ au§ w' Elementen be« 
fiel^enben ©^ftemS r, fo ift w bie Slnja^l aller anberen Elemente 
Don r. 



56 

öcmeiäf« S)enn »etm B ber 3nbegriff afler t)on y uer^ 
f(i^iebenen Elemente in V bebcutet, {o i[t r= M{B, y); ift nun 
b bie ^njo^l bet (SIemente bc5 enblid^en ©^ftems B, fö iji nod^ 
bem öotl^ergei^enben ©o^e V • bie 9lnjol&I ber Elemente Don F, alfo 
= n', tt)orou§ na4 26 du(^ 6 = w folgt w. j. 6. m. 

168. @aj. Scftel^t J. oud m, unb ^ au§ w Elementen, unb 
l^üben A unb jB fein gemernjameS Clement, fo beftel^t M {A, B) 
au§ m + n ßlementen. 

S5en)eig buriä^ t)oIIftänbige 3nbuction (80). S)enn 

Q. ber ©Q^ ift roa^r für w = 1 jufolge 166, 164, 135. II. 

ö. ®iit ber ©Q^ für eine S^^l ^/ fo 9*'* ^^ öU(ä^ für bie 
folgenbe gal^l w'. 3n ber %ijtai, wenn T ein ©tiftem öon w' 
glementen ift, fo fann man (nad^ 167) r=iHll(J?, y) je^en, 
mo y ein Clement unb B ba§ ©Aftern ber n anberen ©lentente 
öon r bebeutet. Sft nun J. ein ©Aftern oon m ßlementen, beren 
iebe§ ni(5t in r, aljo auä) nid)t in B entl^olten ift, unb fe^t 
man M(A, B) = ^, jo ift nad^ unferer 9lnnal^me m -|- n bie 
Slnjal^I ber ßlemente oon S, unb ba y ni(i()t in ^ enthalten ift, 
fo ift mä) 166 bie 9lnjal>l ber in M (1, y) entj^altehen Elemente 
= (m + n)\ alfo (nad^ 135. III) = m + w'; ba aber mi^ 15 
offenbar i« (S, y) = M K B, y) = M {A, F) ift, fo ift m + w' 
bie Slnjal^l ber Elemente oon iK(J., T), m. j. b. w. 

169. ©aj. ©inb J., -B enblii^e ©tifteme oon bejiel^ungS« 
weife m, n (SIementen, fo ift M {A^ B) ein eiibli$e§ ©^ftem^ unb 
bie 9lnjal^l feiner ßlemente ift ^ w -\- n. 

Semeis. 3ft BiA, fo ift i« {A, B) = 4, unb bie 3lnja^I 
m ber glemente biefe§ ©Aftern» ift (na^ 142) < m + w, wie 
bel^aupt^t war, Sft. aber B fein Sl^eil öon A, unb T b0 ©tjftem 
aflcr berjenigen Elemente öon B, weld^e niiä^t in A . enthalten finb, 
fo ip nad^ 165 beren Slnjal^I i> ^ ^^ uni^ 1>ö offenbar 

M{A,B) = M{AI) . • 
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i[t, f iji mä) 1 43 bic Slnjal^l w + jp ber ßlementc bicfc§ ©pftcmS 
^ m + w, ID. j. b. ti). 

170. ©a^. 3cbcS au§ einer 9lnjal&l w Don enbüd^en S^fte» 
men jujammengefefjte ©^jlem i[t enbli^. 

S3ett)eiö burd^ öollpubige 3nbuctimt (80). 3)enn 
(>. ber @a^ ift nod^ 8 felbflüerftänblid^ für w = 1. 
ö. ®ilt ber ©a^ für eine ^affl n, unb ift 2 iufammengefe|t 
aus w' enbliiä^en ©^ftcinen, jo jei A eine§ biejer S^fteme, unb B 
ba§ au§ aOen übrigen 5ujanintenge{e^te @9ftem;.ba beren ^njal^l 
(nac^ 167) = n ift, fo ift nac!^ unferer 5lnno]^me B ein enbli^eS 
©^[tem. 2)a nun offenbar ^ = iK(J., -B) ift, fo folgt l^ierau§ 
I unb au§ 169, ba^ aud^ 2 ein enblid^eS ©Aftern ift tn. j. b. m. 

171. ©a^. 3ft ^ eine unal^nlic^e Slbbilbung eines enblii^en 
©^ftemS ^ Don n glementen, fo ift bie Slnjal^t ber glemente be§ 

I SilbeS ^{^) Heiner al§ w. 

33emei§. SBöl^It man t)on allen benjenigen @lementen Don S/ 
meldie ein unb baffelbe Silb befi^en, immer nur ein einjigeS nad^ 
belieben au§, fo ift ba§ ©^ftem T aDer biejer auSgemöl^Iten 6Ie= 
mente offenbar ein echter S^eil t)on ^, meil ^ eine unäJ^nlic^e 
Slbbilbung uon X ift (26). 3"9leid^ leud^tet aber ein, ba^ bie 
{xidi^ 21) in i^ entl^altene 9lbbilbung biejeS Sil^eilS T eine ä^n- 
li(i^e, unb böfe ^(T) = t\>{Y.) ift; mithin ift ba§ ©^ftem ^(2) 
äl^nlid^ bem eckten 3:^eil T t)on 51, unb ^ierauS folgt unfer ©a^ 
na(^ 162, 165. 

172. ©d^Iufebemerfung. Obgleich foeben bemiefen ift, bajj bie 
Stnjal^l m ber (Elemente öon ^» (2) Heiner als bie Snjal&l n ber 

■ 

Elemente t)on 2 ift, fo jagt man in mand^en gfäflen bodd gern, bie 
Slnjal^l ber (Slemente don ^ (2) fei = w. 3?atürlid^ mirb bann 
I baS SBBort ?lnjal^I in einem anberen, als bem bisherigen ©inne 

(IGl) gebröud^t; ift uämlic^ a ein Clement Don 2, unb a bie 
Stnja^I aller berjenigen Elemente Don 2, welii^e ein unb bajjelbe 
S3ilb il) («) befi^en, jo mirb le^tereS als ßlement Don i> (2) häufig 
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bod) noä) aU SJettreter uon a ßtementcn aufgefaßt, bic menig[ten§ 
il^rer 2lbftammung naij^ als t)erf(f)teben t)on. cinanber angejel^en 
metben fönnen, unb mitb bcmgcmä$ aU afad^eS ßlemcnt bon 
t (2) gejault. 5Kati fommt auf biefe SBeife ju bem in öicien 
gädcn fcl^r nü^lid^en Segriffe Don ©^ftemen, in betten jebeS @le= 
ment mit einer getDiffen ^äufigfeitSjal^I auSgeftattet ift, meldte an« 
giebt, mie oft baffelbe al§ (SIement be§ ©^ftemS gered^net merben 
fofl. 3m obigen fSfaüe mürbe mon 5. 35. jagen, ba^ n bte 9tnjal^I 
ber in biefem ©inne gejäl^Iten (Elemente bon ^ (S) ift. mäl^renb 
bie 9lnja]^l m ber mirllid^ öerjd^iebenen ßlemente biejeS ©^ftem§ 
mit ber ^Injal^I ber Elemente Don T übereinftimmt. 9le^nU(!^e 
Slbmeid^ungen don ber urfprünglii^en Sebeutung eines Sunpau§= 
brudtS, bie nid^tS SnbereS finb, als ßriüeiterungen ber urfprünglid^en 
SSegriffe, treten fel^r l^äufig in ber 5Katl^ematif auf; bod^ liegt eS 
nid&t im 3^^* *>M^i^ ©d^rift, näl&er l^ierauf einjugel^en. 
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